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A . másodrendű és két független változót tartalmazó 
differencziálegyenletek elméletének alapjait A m pere fejtette ki 
két hires értekezésben, mely 1814-ben, illetőleg 1820-ban 
jelent meg.1 2 Ama nagy tevékenység daczára, melyet azóta a 
matkematika minden fejezetében kifejtettek, aránylag nagyon 
kevés uj az, a mi eddig A m pere  vizsgálataihoz csatlakozott. 
A legtöbb dolgozat még a differencziálegyenletek amaz osztá­
lyára vonatkozik, melynek első integráljai vannak és melynek 
integrácziója ennek következtében az úgynevezett M onge- 
AMPERE-féle módszerek segítségével végezhető. Ez amaz osz­
tály, melynek tárgyalása A m per e-ibíI már annyira teljes, a 
mennyire ezt az elsőrendű differencziálegyenlet-rendszerekre 
vonatkozó ismeretek hiánya engedte. A megmaradt hézagot 
betöltötték B oole 2 ésBouR3 4értekezései, melyekkel együtt még 
fölsorolandó I m schenetsky  4 nagy értekezése, ki nem csak hogy 
könnyebben hozzáférhetőkké tette AMPERE-nek nem épen vilá­
gos tárgyalásait, hanem egyszersmind számos becses részlettel 
is gazdagította a kérdéses egyenletosztály elméletét.
Uj és általánosabb egyenletosztályok vizsgálatával talál­
kozunk D arboux, L évy  és H amburger dolgozataiban, melyek 
az itt előterjesztendő eredményekkel szorosabb kapcsolatban 
állanak és a melyeknek viszonyáról a kifejtendő általános elmé­
lethez később részletesebben kell majd megemlékeznünk. Ide 
tartozik még M o u t a r d 5 közleménye, a ki megállapította, hogy
d * z
a második differencziálbányadosok közül csak a .—~— ota x d y
tartalmazó egyenletnek mikor lesz oly általános integrálja,
1 Journal de l’école politeclmique, t. X. et XT.
2 Crelle’s Journal, Bd. LXI.
3 Journal de l ’école polytechnique t. XXII.
4 Grunert Archiv. Bd. LIY.
5 Comptes rendus T. LXX., p. 834.
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0mely A m pere terminológiájában »intégrale de premiere 
espece« valamint LrE-nek néhány evvel kapcsolatban álló és 
legújabban közzétett kisebb czikke. Sajnos, hogy a három fran- 
czia szerző eredményeit eddig csak rövid kivonatokban, bebizo­
nyítások nélkül adta és az Ígért értekezések még nem jelentek 
meg, ámbár az utolsó ama közlemények sorából 1872-ből való.
Midőn a probléma nehézségeit jól ismerve, mégis a tek. 
akadémia által kitűzött pályakérdéssel kezdtem foglalkozni, 
erre leginkább azon meggondolás adott bátorságot, hogy Jacobi 
korszakot alkotó vizsgálatai, valamint az ezeket követő munká­
latok alapján az . elsőrendű differencziálegyenletek elmélete 
befejezettnek tekinthető, és igy ma már rendelkezésünkre álla­
nak ama szükséges előzmények, melyeknek hiánya azelőtt 
már magában is elég volt arra, hogy a vizsgálatot meddővé 
tegye. Kapcsolatos evvel, hogy elhagyva az A m pere által 
választott útat, igyekezetem odairányult, hogy ama módszere­
ket, melyeket J acobi az elsőrendű differencziálegyenleteknél 
megállapított, a legközelebbi magasabb esetekre átvigyem. A 
választott út helyesnek bizonyult, mert nem csak hogy sikerült 
a másodrendű differencziálegyenletek integrácziójának elméidét 
teljesen megállapítani, hanem már ezen értekezés is bizonyí­
téka annak, hogy ugyané módszerek nagyobb elvi nehézség 
nélkül akkor is alkalmazhatók, midőn akár a differencziál- 
egyenlet rendje, akár a változók száma nagyobb 2-nél.
A m pere vezérgondolatai majd csak az elmélet magasabb 
fejlődésénél lesznek érvényesítendők. Hogy, mint A m pere akarta, 
fölállítsuk amaz analytikai alakot, mely az egész, valamely 
másodrendű differencziálegyenlet által definiált függvénysoka­
ságot készen megadja, arra az integráczió folyamatának isme­
rete a legjobb segédeszköz. Itt is az integráczió elmélete egy­
szerűbb az integrálok elméleténél és úgy hiszem, hogy az itt 
előadandó módszerek egyengetik majd az útat arra, hogy 
AMPÉRF.-nek a modern mathematika legmélyebb és legszelle­
mesebb termékeihez tartozó gondolatait értékesítsük.
Tly nagyobb dolgozatnál bevezetésképen részletes kivo­
natban előadni a használt módszereket és a nyert eredménye­
ket, nagyon nehéz és mégsem hálás munka, a mennyiben a
3részletes kifejtés rendesen sokkal könnyebben áttekinthető, 
mint a kivonat. Szorítkozom tehát a főszempontok és legfonto­
sabb eredmények előleges kiemelésére.
Az elsőrendű differencziálegyenletek integrácziójának 
elméletében a leglényegesebb pont, hogy bármely ily egyenlet 
egy teljes integráljának meghatározását egy másik több füg­
getlen változót tartalmazó, de lineáris elsőrendű parcziális dif- 
ferencziálegyenlet egy partikuláris integráljának meghatáro­
zására tudjuk visszavezetni. Két körülmény következtében, 
mely a magasabbrendű differencziálegyenletekilél többé nem 
talál analogonra, evvel az integráczió munkája be is van 
fejezve. Az elsőrendű és lineáris parcziális differencziálegyen- 
let megoldása t. i. mindenkor aequivalens föladat egy bizo­
nyos totál differencziálegyenlet-rendszer megoldásával, és így 
tehát a parcziális differencziálegyenlet integrácziója vissza van 
vezetve totál differencziálegyenletek iutegrácziójára. A máso­
dik körülmény, mely miatt ez által az integráczió teljesen 
befejeztetett, az, hogy egy teljes integrálhói minden más inte­
grált ismeretes műveletek segítségével lehet levezetni.
Evvel szemben hangsúlyozandó, hogy semmi jogos alapon 
nem várhatjuk azt, hogy minden magasabbrendű parcziális 
differencziálegyenlet integrácziója visszavezethető totál diffe- 
rencziálegyenlet-rendszerek megoldására; — ép úgy mint nem 
követelhetjük minden ötödfokú egyenletnek algebrai megoldá­
sát. — Az állandók variácziójának módszere pedig, hogy ily 
általánosságban sikerrel alkalmazható legyen, épen ahhoz van 
kötve, hogy az integrácziót totál differencziálegyenletek tár­
gyalására lehessen visszavezetni.
Egyik főeredményünk most már abból áll, hogy bármely 
másodrendű differencziálegyenlet egy teljes integráljának meg­
határozását egy több független változót tartalmazó, de lineáris 
differencziálegyenlet 'partikuláris integráljának meghatározá­
sára vezethetjük vissza, ép úgy mint az elsőrendű differencziál- 
eg yenleteknél.
E meghatározás olyképen történik, hogy ama partikuláris 
megoldás, egyenlővé téve egy tetszőleges állandóval, az előfor­
duló jelzések jelentésének változtatása után direkte szolgáltat 
egy második másodrendű differencziálegyenletet, melynek az
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4eredetileg adottal közös legáltalánosabb integrálja még 4 tet­
szőleges állandót tartalmaz, még pedig úgy, hogy erre vonat­
kozólag teljes integrál. E közös integrál meghatározása totál 
differencziálegyenlet-rendszer megoldása által történik.
Általánosságban ilyen egy tetszőleges állandót tartalmazó 
differencziálegyenletnek általánosabb közös megoldása valamely 
adott differencziálegyenle ttel nincs is. Ez alúl csak a differencziál- 
egyenleteknek egy bizonyos osztálya tesz kivételt, még pedig úgy, 
hogy képezhetők differencziálegyenletek, melyeknek az eredeti­
nek végtelen sok (de azért nem minden) teljes integrálja 
megfelel. Hogy ebbe az osztályba tartozik-e valamely differen- 
cziálegyenlet, azt megítéljük két elsőrendű lineár differencziál­
egyenlet-rendszer fölállítása által. Ha e rendszerek egyike 
az integrábilitási föltételeknek megfelel, minden partikuláris 
integrálja tetszőleges állandóval egyenlítve, adja a keresett 
második differencziálegyenletet. Még pedig ha csak egy rend­
szernek is két egymástól független integrálja van, az eredeti 
differencziálegyenletnek bármely integrálját totál differencziál­
egyenlet-rendszer megoldása által nyerhetni. Ha csak egy 
független integrálja van a rendszernek, végtelen sok, de nem 
minden integrált nyerünk; ez integrálok sokasága általánosított 
értelemben első integrál, a mennyiben a meghatározott inte­
grálok sokasága ugyanolyan, mint az egy első integrálban fog­
lalt integrálok sokasága, mikor t. i. ily első integrál létezik.
Míg az előbb fölhozott viszonyoknál fogva a teljes inte­
grál meghatározására vonatkozó vizsgálattal az elsőrendű par- 
cziális differencziálegyenleteknél az integráczió műveletét be 
is fejeztük, e vizsgálat már másodrendű egyenleteknél az inte­
gráczió elméletében csak az első lépést teszi.
Az általános elmélet egy újonnan bevezetendő fogalmon, 
a teljes integrál általánosításán alapszik. Teljes integrálnak 
nevezzük majd mindazon megoldásokat, melyek az adotton 
kívül semmi más másodrendű differencziálegyenletnek nem 
tesznek eleget. Erre szükséges, hogy legalább 5 tetszőleges 
állandót tartalmazzon, és ha az állandók száma nem nagyobb, 
akkor ez — fi kifejezés eddigi értelme szerint — teljes inte­
grál. Az 5 -\-k tetszőleges állandót tartalmazó teljes integrált 
majdan a következőkben k-adfajú teljes integrálnak nevezzük.
5Az adott d iff ere ncziálegyen leinek egy 5 + 2 (k — 2) tetsző­
leges állandót tartalmazó teljes integrálja ismét meghatározható 
egy másik, több független változót tartalmazó, de lineáris másod­
rendű dijferencziálegyenlet partikuláris megoldásából.
E meghatározás ismét úgy történik, hogy a jelzéseknek 
más értelmet adva, e partikuláris integrál tetszőleges állan­
dóval egyenlővé téve, fe-adrendű differencziálegyenletet szol­
gáltat, melynek az eredetivel közös legáltalánosabb inte­
grálja még 2 k tetszőleges állandót tartalmaz, még pedig úgy, 
hogy erre nézve teljes integrál. E közös iutegrál meghatá­
rozása totál differencziálegyenlet-rendszer megoldása által 
történik.
Általánosságban ez ismét a legáltalánosabb közös inte­
grálja a két egyenletnek. De minden egész számra, kA> 2 
találni a másodrendű differencziálegyenletek egy bizonyos 
osztályát, mely kivételt tesz, azaz a melyre vonatkozólag föl- 
állíthatók /t-adrendű differencziálegyenletek úgy, hogy ebben 
az eredeti egyenletnek végtelen sok (de nem minden) 2 k + 1 
állandót tartalmazó teljes integrálja bennfoglaltatik. Ismét 
kritériumokat nyerünk arra nézve, vájjon egy adott egyenlet 
ilyen alkatú vagy nem és az egész elmélet ép úgy alakúi, mint 
a legegyszerűbb (k =  2) esetben.1
így a másodrendű diferencziálegyenleteknek végtelen sok 
osztályát nyerjük, melyeknek integrácziója visszavezethető totál 
differencziálegyenletekére, még pedig úgy, hogy kész számítási 
eljárásunk van annak fölismerésére, vájjon valamely adott 
dijferencziálegyenlet így tárgyalható-e vagy sem, valamint egy­
szersmind teljesen meg van adva a módszer, melynek segítségével 
az integrácziót valóban végezhetjük.
Sőt ha LüvY-nek később részletesebben fölhozandó téte­
leit, melyeket ő bebizonyítás nélkül adott, föltételezzük, azt 
lehet kimutatni, hogy a kijelölt differencziálegyenletek az összes
1 A k — 1 esete nem ad már teljes integrált, hanem csak 3 tetsző­
leges állandót tartalmazó megoldást. Ezen esetet, melynek tárgyalása 
némileg eltér a többiétől, e helyen nem tartottam részletesen kifejtendő- 
nek, mert a mit itt nyerünk, lényegben nem más, mint az úgynevezett 
Mo.NCK-AMrÉRE-féle módszerek megállapítása.
6másodrendű parcziális dijferencziálegyerdeiek, melyeknek íntc- 
gráczióját totál dijf er encziáleg yenletek integrácziójára vissza­
vezetni lehetséges.
Amaz egyenlet-osztály, melyet D arboux mint integrálha­
tót kijelölt, de a nélkül, hogy az integrálásra módszert adott 
volna, mint specziális alosztály jelentkezik a kijelölt alakok 
közt, a mely alosztálynak ismét legegyszerűbb esete k =  2 
az. melyet H amburger tárgyalt.
I.
Teljes és föltétlenül integrálható differencziálegyenlet- 
rendszerek.
,1. A másodrendű és két független változót tartalmazó 
differeneziálegyenletek elméletében a legegyszerűbb probléma 
az oly rendszer megoldását követeli, mely bárom simultán 
differencziálegyenletből áll. Legyenek ezen egyenletek:
jelöléseket használjuk. Fölteszszük, hogy ezen egyenletrendszer 
megoldása r, s, t szerint teljesen rendes viszonyokat mutat, 
hogy nevezetesen nem tartalmaz ellenmondást, hogy nem elé­
gíthető ki az által, hogy csak egy vagy két relácziót állapítunk 
meg r, s és t közt, hogy nincsenek úgynevezett végtelen meg­
oldásai, valamint egyenlő gyökrendszerei sem.
Ekkor az F}, F», F3 függvények determinánsa r, s, t sze­
rint nem tűnik el, akkor sem, ha az r, s, t egy összetartozó 
értékrendszerét helyettesítjük benne.
Egyenleteink e szerint r, s; t szerint megoldott alakban 
is irhatok:
F\ (%, y, *, V, q, r ,  s , t )  =  0
F 2 (x ,  y ,  z ,  p ,  q , r ,  s ,  t )  =  0
F 3 (* , y ,  z ,  p ,  q , r ,  s ,  t) =  0
(i)
hol az ismeretes
d 2z 
Cl X 2
r  — cp (ír,, y ,  z ,  p ,  q)
S  =  ']> ( x ,  }J, z ,  p ,  q)
t =  7. y> z, v> q)
(2)
dz dz
~& r  “ v ’ d u =  <h
d  2 z  d 2z
1; d x d y 8’ d y 2
8Tekintetbe véve a z, p, q, r, s, t közt fönnálló összefüg­
gést, föladatunk tehát úgy is fogalmazható, hogy a z, p, q 
meghatározandók, mint az x és y függvényei úgy, hogy legyen :
=  ?  fa  y> z> v> ?)» =  $ f a  y> p> q)
dq , * dq
dx  =  * (X’ y’ Z’ P’ q>' d y  =  1 V’ Z> P’ (3) 
d z dz
J x  =  P’ d y  =  q '
Evvel a tárgyalandó probléma ismeretes alakra van hozva. 
Az utoljára nyert rendszer integrálása ugyanis tudvalevőleg, 
ha egyáltalában lehetséges, azaz ha léteznek megfelelő z, p, q 
függvények, egy közönséges (totál) differencziálegyenlet rend­
szerére vezethető vissza.1
A föladat lehetőségére bizonyos integrabilitási föltételek 
kielégítése szükséges, számra nézve három, melyek:
d <p d ej;
d y d x
d c{> d y
d y d x
dp d q
d y d x
de ezek közül a harmadik identikus értékénél
fogva mindig ki van elégítve, és így csak két föltétel marad, 
mely részletesen Írva:
d v  dw d cp 8 (c di> 8 <b 8 d> 8 .
----q+-^— — X= : o— ^ ö— ' ?d- - r]>8y 8z 8p 8q 8x ez 8p eq
(4)
Ha e föltételek identikusán vannak kielégítve, akkor z és 
vele együtt p és q is mint három tetszőleges állandót tartal­
1 L. A. Mayer »Ueber unbeschränkt integrable Systeme etc.« Math. 
Annalen Y. pag. 448 és König Gyula »A Hamilton-féle rendszerek stb.« 
Akad. ért. V ili. köt. X. sz. 15. 1.
9mazó függvény lesz meghatározva és ebben az esetben az adott 
(1) vagy (2) alatti rendszert, úgy mint ez a (3) alatti, vele 
aequivalens rendszernél szokásos, f  öltétlenül integrálható teljes 
rendszernek akarjuk nevezni. Ez az eset az egyetlen, mely ben­
nünket érdekel, hol az ily rendszerre vonatkozó eredményeket 
csak mint a másodrendű és két független változót tartalmazó 
differencziálegyenletek általános elméletének előkészítését tár­
gyaljuk. (Ha a (4) alatti relácziók nem identikusuk, akkor a 
további vizsgálat az előbb idézett módszerek szerint a z, p, 
^-nak megfelelő, de háromnál kevesebb tetszőleges állandót 
tartalmazó függvényalakokat ad ja , vagy pedig mutatja, 
hogy a föltételeket kielégítő függvények egyáltalában nem 
léteznek.)
2. A megelőzőkben kifejtettük ama két föltételt, mely szük­
séges és elegendő arra, hogy az (1) alatti teljes rendszer föl­
tétlenül integrálható legyen. De e föltételek alakja olyan, hogy 
a rendszernek r, s, t szerinti megoldásából keletkező függvé­
nyek ismeretét követeli. Az integrabilitás föltételei azonban 
így is irhatok:
és az r, s, t függvényeknek, melyek implicite (1) által adva 
vannak, e differencziálhányadosai könnyen kifejthetők.
Jelöljük ugyanis szel, illetőleg iái
t  («3 y, z, p, q, r, s, f)-nek x, illetőleg y  szerint vett teljes dif- 
ferencziálkáuyadósát, a mennyiben r, s, f-t állandónak tekint­
jük, azaz legyen
Ha most az (1) alatti egyenleteket először x, azután y 
szerint teljesen differencziáljuk, oly rendszereket nyerünk,
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melyekből a keresett differencziálhányadosok meghatározha­
tók. Lesz ugyanis:
Ezen egyenletrendszerekből
illetőleg
d r d s d t
d x d ~x ' d x
d r d! s d t
d y  ’ d y ' d y
kiszámítható, mert mindkét esetben az ismeretlenek együtt­
hatóinak determinánsa nem más, mint az Fx, F.,, F, függvé­
nyek determinánsa r, s, t szerint, mely mint előbb megállapí­
tottuk, nem zérus.
Ha az (5)-ben fellépő differencziálhányadosokat kiszámít­
juk és az e számításnál előforduló determinánsokat röviden 
jelöljük, az integrabilitási föltételek lesznek:
Y, x s
T) T)
Ys x t
T) I)
hol D az illető függvénydetermináns. Kell pedig, hogy ha 
r; s, t értékeit ide behelyettesítjük, a nyert relácziók identitá­
\ d x I őr
(4 -*)+\ d x j  őr 
és
/ dlu \ eV
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sok legyenek, azaz a mint a dolgot egyenlet megoldása nélkül 
kimondhatjuk, kell. hogy ha az (1.) segítségével (7.)-ből r, s, t-t 
elimináljuk. identitásokat nyerjünk, vagyis hogy a (7) alatti 
egyenletek az (1.)-ken foglaltaknak algebrai következményei 
legyenek.
Azonban D nem tűnhetik el sem identice, sem pedig az 
r, s, t értékeinek helyettesítése után, mert ekkor az (1.) egyen­
letrendszerben föllépnek ama kivételes esetek, melyeket kez­
dettől fogva kizártunk. így tehát a (T.)-ben elhagyhatjuk a I) 
nevezőt, és így annak föltétele, bogy (1.) föltétlenül integrálható 
teljes rendszer legyen, az, hogy
Yr =  X s , Ys =  X,
az r, s, t eliminácziója után identitások legyenek.
Helyén lesz most még e két föltétel részletes determináns 
alakját kiírni, melyet a következőkben folyton használunk. Ezek:
É!±_\
d y  1
dF2 
d y
d lf
d y
es
cd\
d r
o lf
d r 
db\ 
d r
dF, db\ dF, ( dF, \ dF,
ds ’ dt c r ' \  d x ’ dt
d lf dF2 dF, i dF, \ dF2
ds ’ dt d r ’ \  d x  J ’ dt
dF3 dFj dF-. idF3 \ dF,
ds ’ dt d r \ d x  ) : dt
' dF,
dy
db\
dy
db\
d y
db\ 
dt 
db1, 
~ d t-
m
dt
dF, db\ í db\
(8a)
dr  ’ ds 1 , d x 1
dV2 eV, í dV, \
dr  ’ , / ■ [ d x i  (8b)
d b \ dV,  \
dr  ’ ds ’ d x  1
2. Ha az eddig tárgyalt rendszer egyik egyenletét r szé­
liét megoldott alakban Írjuk és r értékét a másik két egyen­
letbe behelyettesítjük. az egész rends er a következő alakra 
hozható:
V + f  (*, V> z> V> (b  b  r) — 0
u (x, y, z, J), q, s, t ) =  0
i xi i b z’ v 7 (b  s> 0  — o
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A föltétlen integrálhatóság feltételei akkor a következők 
lesznek:
df  \ df
d y  1’ ds ’ d t
du \ du d iL
. d y ) ’ d a 1 dt
d v \ d v d v
d u 
d x 
d v 
d x
d u 
dt 
d v 
dt
d y
es
d s
d u 
dy  
dv   ^
d y /
dt
d u
J T
d v 
d t
d u / du
~Js~’ \ dx
d v l dv
'J s  ’ \ d x
E relácziókban még r — — f  helyettesítendő. Különös 
fontosságú lesz azon eset, midőn a relácziók közvetetlenül az 
s és t értékeinek helyettesítése nélkül is identitások lesznek. 
Mert ez szükséges és elegendő feltétele annak, hogy az általáno­
sabb rendszer
r +  f  (x> y> z> V> <l> s> 0 =  0
u (x, y, z, p, q, s, t) =  ax (10)
V (x, y, z, p, q, s, t) =  a2
hol ax és a2 tetszőleges állandókat jelentenek, szintén föltétlenül
integrálható legyen.
Hogy e föltétel elegendő, már az eddigiekből is világos. 
Más oldalról szükséges is, hogy a (9) alatti relácziók, ha s és t 
értékét (lO.)-ből veszszük, identitások legyenek. De ez lehetet­
len, ha csak kezdettől fogva nem volt dolgunk identitással. 
Legyen p. az egyik reláczió
F y, Z , P ,  q, S , t) =  0
akkor ez összeállítva az u =  ax és v — a2 egyenletekkel, ha 
először F  és u függvénydeterminánsa s és t szerint eltűnik egy
«i — (x, y, z ,p , q)
alakú relácziót ád, másodszor pedig, ha az említett függvény- 
determináns nem 0, egy
«2 =  I1 (x, y, z, p, q, a,)
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alakú kapcsolatot eredményez; de ezeknek egyike sem leket 
identitás. így tehát a (10) alatti rendszer valóban csak akkor 
föltétlenül integrálható, ha a (9) alatti relácziók közvetetlenül 
identikusok.
Ebben az esetben az integráczió még 3 tetszőleges állan­
dót vezet be, és így az általános megoldás z számára 5 tetsző­
leges állandót tartalmazó függvényalak lesz :
2 =  F (%j V> «i, «2, a3, a4, o5)
II.
A föltétlenül integrálható rendszer általános megoldásának és 
a másodrendű parcziális differencziálegyenlet teljes integrál­
jának kapcsolata.
1. Ha
r +  / =  0, u - ay, V =  a2 (i)
(hol úgy mint előbb f ,  u és v az x, y, z, p, q, s és t függvé­
nyei) föltétlenül integrálható rendszer és
z ---- F (x, y, ay, a2, as, a4, aj) (2)
e rendszer általános megoldása, akkor z — F egyszersmind min­
dig az
r 4- f  — 0
másodrendűi 'parcziális differencziálegyenlet teljes integrálja.
Hogy z =  F  mindenesetre r +  /  =  0 integrálja világos. 
Bebizonyítandó csak az. hogy teljes integrál. A tetszőleges 
állandók száma megfelelőleg öt; tehát még csak az lesz kimu­
tatandó. hogy a
2 =  F
V =  F , , q — Fy 
r   Fx X . s   I1 X y 1 t F y y
egyenletekből1 az alf a2, a3, a4, tetszőleges állandók kikü­
szöbölése által más, mint az r -+•/ == 0 egyenlettel algebrai lag 
aequivalens egyenlet nem származhatik.
Ha ilyen volna, akkor az r +  f  =  0 segítségével belőle 
r-et eliminálhatjuk, és ezen elimináczió után alakja p. 
g (x, y, z, p, q, s, t) — 0; akkor az
J Ezen egyenletekben
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r + /  =  0 ) r +  /  =  0
/7 — 0 /  és /7 =  0
u =  ax ) v — a2
rendszereknek z — F  közös megoldása volna; de ez lehetetlen, 
mert legalább is az egyik rendszer egyenletei algebrailag egy­
mástól függetlenek, és így a legkedvezőbb esetben is, ha t. i. 
föltétlenül integrálható, a megoldás a-n kívül még csak 3 tetsző­
leges állandót tartalmazhatna, tehát összesen -4-et. nem pedig 
mint z =  F ötöt.
Hogy a z =  F teljes integrálnak megfelelő másodrendű 
parcziális differencziálegyenlet r + /' =  0 alakú legyen, szük­
séges és elegendő, hogy a
z =  F
P ----- Fr , (j =  Ff! (4)
s =  f  t =  F
egyenletrendszer ax, n2, a2, ax, ah szerint megoldható legyen; 
ha e megoldások alakja
a, — a,
akkor a másodrendű parcziális differencziálegyenlet már r sze­
rint megoldva:
r =  Fxx (x , y, ax, a2, «4; a5)
2. Ezek után az u =  ax és v =  a2 egyenletek jelentését 
is könnyű lesz uj világításba helyezni. Ezek ugyanis szintén 
oly differencziálegyenletek, melyek megoldása 2 =  F. Ez nem 
ellenkezik az előbbi eredményekkel, mert ezen egyenletek nem 
adnak tiszta relácziót x, y, z, p, <7, r, s, t között, hanem még 
egy tetszőleges állandót is tartalmaznak.
Szükséges lesz áttekinteni az egy tetszőleges állandót tar­
talmazó differencziálegyenleteket, melyeknek megoldása 2 =  F. 
Minden ily egyenletből az r -f /  =  0 segítségével r eliminál- 
ható, és így elég lesz az r-et nem tartalmazó alakokat fölállí 
tani. A tetszőleges állandó, mely az egyenletben bennmarad, 
mint az aX) a2, ax, a5 tetszőleges függvénye fogható fel. 
Ha tehát az a-kát a
=  F, P =  Fs, q Fy
S =  FXy, t =  Fyy
( 7 = 0 )  (ax, no, a3, ax, a6)
z
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rendszerből kiküszöböljük, ily differencziálegyenletet nyerünk, 
melynek tehát az előbb bevezetett jelzésekkel végleges alakja: 
co ( a u  a 2, a3, a 4, a 5) =  C (5)
hol to tetszőleges függvény.
Most még bebizonyíthatjuk, hogy az utoljára nyert egyen­
let föladatunknak általános megoldását adja. Legyen ugyanis 
<I> {x, y, z, p, q, s , t)  =  C (6)
ily differencziálegyenlet, melynek megoldása z — F, vagyis 
melyben $ a z — F  helyettesítés által a tetszőleges állandók 
függvényévé lesz: Akkor x és y szerint differencziálva:
d $  d d s d $ d t
dx dz  ^ dp 1 dq S ds d x  dt dx
(7)
d $  $ d tD d <J> d I> d s d $  d t
-jj t  a' q H Ä : S d — t d----- J I----r— j — 0őy őz dp dq ds d y  dt dy
I tt  az s és t differencziálhányadósai, valamint r kifejezhe- 
tők x, y, z, p, q, s, t által, ha t. i. a differencziálás után a , =  a , 
helyettesíttetik, és kell hogy ezután a két egyenlet identikus 
legyen, mert különben volna tetszőleges állandót nem tartal­
mazó differencziálegyenlet, melynek z =  F  eleget tesz és mely 
r d- f  =  O-tól különbözik, minthogy r benne elő sem fordul.
így tehát a <I> függvény szükségkép kielégít két lineáris 
elsőrendű parcziális differencziálegyenletet 7 független válto­
zóval, melyeknek legáltalánosabb közös megoldása egy 5 elem­
től függő tetszőleges függvényt tartalmaz. így tehát 
$  =  ü> ( a j ,  a2, «3, a 4, O  
valóban az általános megoldás.
3. Vizsgálataink, mint már az eddigiekből is kitűnik, ama 
másodrendű parcziális differencziálegyenletekre vonatkoznak 
majd, melyek az
r F f  (x, y, z, p, q, s, t) — 0
alakra hozhatók. Nem lesz fölösleges mindjárt itt kiemelni, 
hogy a differencziálegyenlet ily alakja nem szorítja meg a tár­
gyalás általánosságát. Ha ugyanis r nem fordul elő a differen- 
cziálegyenletben, de t igen, akkor elég lesz az x és y független 
változók elnevezését felcserélni, hogy az egyenlet a kellő ala­
kot nyerje.
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így tehát csak azon differencziálegyenletek maradnak, 
melyekben a második differencziálbányadosok közül csak s for­
dul elő, és így általánosságban
* =  <!> (x> y,  2b P, q)
alakra hozhatók. Ezen egyenletosztály specziális alkatú, azaz 
reá nézve az általánosnál egyszerűbb megoldási módszerek 
alkalmazhatók; de azért a továbbiak miatt kifejtjük ama trans- 
formácziót, mely — K owalewsky 1 által tetszőleges parcziális 
differencziálegyenletre megállapítva — ezt az egyenletet az 
előbb fölhozott alakba viszi át.
Ezen eljárás uj független változók bevezetéséből áll. 
Legyen ugyanis:
xx =  kx  4- ly  
yx — m x 4- n y
akkor, ha a
dz dz
lh =  —j— , qi =  - j —d x x d y x
d 2z d 2z d 2z
r i ~  v » si — 7 „ 7 5 h  —  7 yd xx - d x 1d yx d yx -
jelzéseket használjuk, lesz:
p =  kpx -f- m qx
q =  ipx +  n(h
r ~  k 2rx +  2 m k sx -f 
s =  k l r x -p (kn 4~ ni l) 4- m n tx 
t =  l2rx 4- 2 n ls x 4- n2t
hol most már csak a transformácziói állandói úgy választandók, 
hogy k n — m I no legyen zérus, valamint k 1 sem. Legegy­
szerűbb lesz:
k — l — m =  1, n — — 1
1 »Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen«, Journal für
r. u. a. Math. 80-ik köt. 19. oldal.
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Akkor
hol VF ép úgy tetszőleges függvény, mint előbb ']>.
f
és a transformált diíferencziálegyenlet:
III.
A teljes integrál meghatározására szolgáló elsőrendű simultán 
rendszer két ismeretlen függvénynyel.
1. Adva lévén az
r +  f  fa  y, z, V, q, s, t) =  0  ( í )
másodrendű parcziális differencziálegyenlet, teljes integráljá­
nak meghatározása ismeretes műveletekre (totál differencziál- 
ogyenlet-rendszer integrálására) lesz visszavezetve, ha sikerül 
az x, y, z, p, q, s, t két oly függvényét, u-t és r-t meghatározni, 
hogy u, r függvénydeterminánsa $ és t szerint el ne tűnjék és
u — ax, v — a 2
(1 )-gyel együtt feltétlenül integrálható rendszert alkosson.
Erre szükséges, hogy u és v az I. szak. (9) alatt kifejtett 
reláczióknak eleget tegyen, melyek, ha a determinánsokat 
kifejtjük:
d V 
d y
+
es7 , v,» , 7 : jelzések csak rövidítések az I. szakaszband x / \ d y  I
(6) alatt megállapított értelemben.
biz nem egyéb, mint két simultán elsőrendű 'parcziális dif­
fer mcziálegyenlet az u és v függvényekre nézve, melyek e
2 *
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függvényekre nézve külön-külön lineárisak és melyekben 
x, y, z, p, q, s, t független változóknak tekintendők.
E  di f f  er encziáleyyenlet rendszer minden partikuláris meg­
oldásaha csak a függvénydeterminánsra vonatkozó mellékfel­
tételnek eleget tesz, e szerint az f i )  alatt adott másodrendű 
parcziális differencziálegyenletnek egy teljes integrálját szol­
gáltatja.
A mi a függvénydeterminánsra vonatkozó mellékföltételt 
illeti, ezt úgy fejezhetjük ki egyszerűen, hogy azon u, v f  ügg­
vények közül, melyek a (2)  rendszernek eleget tesznek, kizá- 
randók, mint problémánk megoldására alkalmatlanok, azok, 
melyek még a
„  du dv du dv  >
D =  - r— =  0d s d t d t d s
egyenletnek is eleget tesznek.
Amaz eset ugyanis, melyben u =  a1} v — a2 többszörös 
gyökrendszerrel bír és D  csak az u — ax, v =  a2 rendszerből 
vett s és t értékek behelyettesítés által lesz o, nem is fordulhat 
elő. Ekkor ugyanis a
D {x, y, z, p, q, s, i) — 0 
u — ax, v — a2
egyenleteknek közös gyökrendszer felelne meg ; de akkor szóról 
szóra ismételhetjük az I. szakasz végén vont következtetéseket, 
melyek mutatták, hogy ekkor az ax és a2 nem lehetnének egy­
mástól független tetszőleges állandók.
Közvetetlenül látni, hogy ha u bármi függvény és v az 
w-nak tetszőleges függvénye, a (2) egyenletek ki lesznek elé­
gítve, de az így minden számítás nélkül nyert megoldás a (3) 
által kizártak sorába tartozik.
2. Föladatunk most m ár: Meghatározni mindamaz u és v 
függvényeket, melyek a (2)  rendszert kielégítik, de nem felelnek 
meg mindannyian a (3)-nak.
Az x, y, z, p, q, s és t összes függvényei a (2) rendszerre 
vonatkozólag 3 osztályba sorozhatok. A mint t. i. u helyébe téve.
A) A (2)  alatti rendszer két egyenlete egy egyetlen egyen­
lettel aequivalens; a mi megtörténhetik, ha 1. a két egyenlet 
algebrailag egymásból következik, vagyis a, v parcziális d/iffe-
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rencziálhányadósainak együtthatói a hét egyenletben egymással 
arányosak és 2. ha az egyik egyenletből identitás lesz, azaz 
< gyiitthatói mindannyian eltűnnek.
B) A két egyenlet a v ismeretlen függvényre nézve az 
elsőrendű és lineáris parcziális dijferencziálegyenletek oly rend­
szere, mely az integrabilitási föltételt identice kielégíti, azaz 
ü. n. teljes rendszer.
C) A két egyenlet nem teljes rendszer, vagyis az integra­
bilitási föltételek kifejtése még legalább egy harmadik, a két 
előbbitől algebráikig független differeneziálegyendetet ad a v 
m elhatározására.
Mindenekelőtt kimutatjuk, liogy a C) osztályba tartozó 
függvények nem adnak problémánk megfejtésére alkalmas u 
függvényt. Ha ugyanis az ellenkezőt teszszük föl, akkor az
r +  f  — 0, u — a1 
difterencziálegyenleteknek van egy
z =  F (x, y, ax, a2, a3, a4, aj)
alakú közös megoldásuk, mely az r - f /  — 0 egyenletnek 
teljes integrálja. (A II. szakaszban bevezetett jelzéseket hasz­
náljuk.) Akkor u nem más, mint az id. helyen bevezetett ax 
függvény. De így a (2) rendszerben u helyébe ax-et téve, v-nek 
következő értékei a rendszernek mindenesetre megfelelnek:
al, a2> «3, «4; «5
mert tudjuk, hogy p. az
r +  /  =  0, ax =  ax, a2 =  a2
rendszernek közös integrálja z — F • és ez elég, ha ax és a2
itiggvénydéterminánsa s és t szerint nem tűnik el.
Ha e függvénydetermináns 0, akkor azt, hogy a1} és a2 
rendszerünk megoldása,következőképen bizonyíthatjuk: E függ­
vények mindenesetre kielégítik a II. szak. (7) alatti egyenle­
teit, melyek röviden Írva:
/á« ,y  0«! ds dax dt ídaj\ dax ds d ax ds ^
\ dx)  ds dx  dt dx ’ 1 dy)^~ ds dx~^ ~ ds dy
ída^j i ds da2 dt /da2\ da2 ds da2 ds
\ dxj  ds dx dt dx  ; [ d y l ^ d s  dx^~ ds dy
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Ezek identitások lesznek, lia az előbb kifejtett módon az 
d s d s d t d t
3 d x  3 d y  d x  3 d y
alakokat
93 t
által kifejezzük.
Föltéve most már, liogy
8 ax d Uo d a2 d ax
d s d t  d s  d t
kell, miután az egyenletek együtt fönnállanak, liogy legyen
és ezen utoljára fölirt öt reláczió mutatja, hogy ax cs u2 ekkor 
is kielégíti a (2) alatti rendszert.
Ha tehát u == ax =  ax oly differencziálegyenlet, melynek 
megoldása z =  F, akkor a (2) alatti rendszernek, ha u helyébe 
«x-et teszünk, megfelel a
v  =  (0 («!, Oa, «3, «4, «5)
megoldás, hol ax, a2, a.i} a±, a5 egymástól független megoldá­
sok, azaz egy a sem fejezhető ki a többi által x, y, z, p, q köz­
belépése nélkül. Az ily
<P («1, «2, «3, «4. «5) =  0
reláczióból ugyanis következnék, hogy
«P {<*\, ®2> a3, a4> «5) =  0
azaz kapcsolat volna a függetleneknek föltételezett állandók 
közt, a mi nem lehetséges.
így tehát u helyébe ax-et téve, a (2) rendszerben a r-nek 
egy 5 elemtől függő tetszőleges függvény felel meg, és ez a C) 
esetben lehetetlen; mert ekkor egy legalább 3 egymástól alge-
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brailag független egyenletből álló rendszerünk volna a 7 függet­
len változót tartalmazó v  meghatározására; ennek legáltaláno­
sabb megoldása pedig egvlegfölebb 4 elemtől függő tetszőleges 
függvényt adhatna.
A C) eset e kizárása után most már részletesek foglalko­
zunk azon u-k meghatározásával, melyek az A) és B) eseteket 
szolgáltatják, és melyek a mint az eddigiekből is világos, az 
r - \ - f  =  0 differencziálegyenletnek minden teljes integrálját 
fogják megadni.
Megjegyezzük még, hogy az A) és B) esetek nem egyen­
értékűek, hanem az első a másodiknak csak úgy szólván siugu- 
láris alfaja, határesete, mely nem fordul elő minden másodrendű 
differencziálegyenletnél, de, ha előfordul, ennek egy bizonyos 
specziális alkatát jelzi. Különben a B) eset tárgyalásánál 
az A) alá tartozó tt-k mint ily specziális megoldások újból fel­
merülnek.
IV.
A teljes integrál meghatározásában fölmerülő specziális A) 
eset részletes tárgyalása.
1. Hogy a megelőző szakaszban (2) alatt álló rendszer a 
r-re nézve két algebráikig aeqnivalens differencziálegyen létből 
álljon, kell, hogy a v parcziális differencziálhányádosainak 
együtthatói e két egyenletben arányosak legyenek. Az u szá­
mára tehát a következő elsőrendű differencziálegyenlet rendszert 
nyerjük:
hol még megjegyzendő, hogy ebben az esetben \  ' nemd s 3
3 ulehet 0, mert különben is 0 volna és ekkor u nem tartal- d t
mázná sem s-et, sem t-1, tehát a kizárandó megoldások közé 
tartoznék.
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Az első egyenlet most már könnyen így is Írható:
g 2 +
azaz, ha a
/ /  +  M
Ss 1 et
két megoldását g x és g 8-vel jelöljük, (hol g x és g 2 az x ,  y, z,
p, q, s, t ismeretes függvényei), az első egyenlet helyébe lép
du du d u du
—— gi +  Tr:“ =  0 vagy ——  u 9 H— =  0
- 0 (i)
( 2)c s ' d t d s ' d t
a  m i  á l t a l  ( é p  ú g y ,  m i n t  a  M o N G E - A M p k u E - f é l e  m ó d s z e r n é l )  a  
t á r g y a l a n d ó  m á s o d f o k ú  r e n d s z e r t  k é t  e l s ő f o k ú  r e n d s z e r r e  b o n t ­
j u k  s z é t .
Ha t. i. a többi egyenletbe a baloldalon álló hányados 
értékét, — g , - 1 (i =  1, 2) bevezetjük, ezen egyenletek lesznek:
de ezen egyenletek egymással aequivalensek, mert ha a máso­
dikat g , - vei szorozzuk, akkor az első reláczió értelmében
g *2 + d s
1 /
d t — g
d u 
d s
d u
Yt
1 1
dt
A g =  0 esete kizárható egészen, mert ekkor kell, hogy
„ , , du * i i du— 0 legyen es ——  =  0,, de ekkor. ___ _ . szintén eltűnik,őt d s
és így ebben az esetben rendszerünk nem adhat alkalmas függ­
vényt. Hogy a g =  0 miképen ad mégis idetartozó megoldást, 
azt majd e szakasz utolsó pontjában látjuk.
így tehát az ide tartozó u-k meghatározására a követ­
kező két elsőfokú rendszert nyerjük :
du du
g +  =  0
I d u 
dx 4- g +
d s
_ d f
d s
dt
dj u
dy
d f
d y
d u 
d s
* (3)
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hol [). az r + f  — 0 differencziálegyenlet charakteristikus egyen* 
létének 1 egyik gyöke:
A jjl két értéke szerint e két rendszert röviden, mint Sí 
és /SVt idézzük.
Általánosságban ama föltétel, hogy a (3) alatti A  vagy 
jS2 rendszerek egyike megoldható legyen, kiválasztja a másod­
rendű és két független változót tartalmazó parcziális dift'e- 
reucziálegyenletek egy bizonyos osztályát. E föltétel ki lévén 
elégítve, az illető differencziálegyeníetnek (nemcsak egy, hanem 
mint majd később látják, végtelen sok) első integrálját meg­
lehet határozni. Mert, ha u az Sx vagy S 2 megoldása, v egysze­
rűen [3. szak. (2)] a
du i d v  \ du t dv \ I du  \ dv I du \ öv 
ds \ d x / ^ ~ d t \ d y j  \ d x )  ds \ d y I dt  ^
differ cncziódeg géniéiből számítandó hi ágy, hogy a
egyenletnek ne tegyen eleget. Ekkor
V f  =  0, u — ax, v — a>2
föltétlenül integrálható rendszer lesz, és így az r 4- f  =  0 teljes 
integrálját adja.
Ez pedig mindig lehetséges; e két egyenlet (4) és (5) nem 
lehet algebráikig aequivalens, és így a kettő közös megoldá­
sai legfölebb 5 elemtől függő tetszőleges függvény által lesz­
nek adva:
« =  <P Cíi / - • • / Ti \
1 A  D arboux á lta l  b e v e z e te tt elnevezés sz e rin t
d 0  d 0  d (1)
T.+ y +d r  ' d s  1 d t
a  4  (x, y, z, p ,  q, r, s, t) — o d ifferenczi á leg y en le th ez  ta r to z ó  charakte­
ristikus egyenlet.
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hol Yi / • • •, V' egymástól független függvények, azaz egyikük 
sem fejezhető ki. mint a többiek függvénye. Akkor a (4) álta­
lános megoldása, minthogy benne 7 független változó foglalta­
tik (x, y, z, p, q, s, t) és Yi/• • • / fi kielégítik
v =  '-}> ( fx / . . . . /  fi , fi + 1 ■/•••/ f6 )
alakban irható, hol <j> ismét tetszőleges függvény és Yí / ----/ 7«
független függvények. Még pedig látni, hogy ha 6 csak egyi­
két is tartalmazza a y,+ 1, . . ,  y,; függvényeknek, nem tehet 
eleget az (5.)-nek, mert ekkor az illető jj-re nézve
T* ( íl / • • / I « / !*/ ••■)  .t ( í l  / • • • ■/  I ' )
volna, azaz Y*-t ki lehetne fejezni a többi y által.
így tehát a (4) által meghatározott függvények sokaságá­
ból (6 elemtől függő tetszőleges függvény) a függvénydeter­
minánsra vonatkozó feltétel által a függvények egy alsóbb­
rendű sokasága (legfölebb 5 elemtől függő tetszőleges függvény) 
lesz kizárva.
2. A (4) alatti differencziálegyenlet megoldásai kapcso­
latban állanak az aS) és S2 rendszerek integráljaival. Ha t. i. 
u a (4.)-ben az Sl rendszer megoldása, akkor az S2 rendszer 
minden integrálja u2 eleget tesz a (4.)-nek is, azaz a
d u ! i d v  \ d u x [ d v  \ / d u ^  d v
ds 1 d x )  ^  dt \ d g )  \ d x )  ds
diíferencziálegyenletnek eleget tesz a
d v dv
-------  jj. o 4-
as 12 dt =  o
du,\ dv 
dg ) dt ~~ ° 
( 6)
(<)
t dv  
\ dx 4- ( |J-2 -4-\
( d f  \ c v 
i d g )  d s
rendszer minden megoldása, ha maga a
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Behelyettesítve ugyanis a (7.) egyenletek elsejéből a 
értékét, lesz (6).
dux [ dv  \ dux / dv 
ds 1 d x )  ^ dt \ d y
í duA 
l dx )
/ dili 'j
l dy 1
dv
Js 0
mely ha ux a (8) megoldása, nem más, mint a második (7) alatti
egyenlet, ha azt - ~ k  - sei szorozzuk, mert o s
és így
1 /  
d  S
— (ái +  á 2)
(ll 2 +
d
~ds~ ái
d «j
d s
d ú \  
d t
totábbá pedig a (8) egyenletek másodika szerint
Az S2 rendszer megoldásai azonban soha sem merítik ki 
a (4.) vagy (6.) differencziálegyenlet megoldásait, mert ezek 
egy hat, amazok pedig egy legfölebb üt elemtől függő tetsző­
leges függvény sokaságát alkotják.
Ellenben az S2 minden megoldása eleget tesz a függvény- 
determinánsra vonatkozó föltételnek, mert ux és u2 függvény- 
determinánsa:
dux du2 dux du2 dili du2 . .
ds dt dt ds ds ds ' 2 11
csak abban a kivételes esetben tűnhetik el, ha a charakteristi- 
kus egyenlet két gyöke ijlj és \>.2 egyenlő, a mikor Sx és /S'2 is
, du
összeesik. Ez még akkor is helyes, ha az egyik ji. es így „ - 
is egyenlő zérussal.
A vagv 2 eltűnése az e szakasz elején tett üreg­es ds
jegyzés szerint ki vau zárva.
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Fontos még a következő, ugyanezen integrálok kapcsola­
tára vonatkozó tétel. Ha az Sx teljes rendszer, ennek min­
dig van oly integrálja, mely nem elégíti ki a (6) alatti Vx 
egyenletet, ha csak az /Sj és S2 rendszerek nem esnek össze, 
azaz [J.] =  \i2.
Ekkor ugyanis a (7) helyébe jön az u, differencziálegyen- 
let rendszere:
c v 
d s Pi
d v \
d x  I +  ^J-i + 1 1 d v  \ - 1
( df  ) d V
1 1 d y  1 1\ d y  1 d s
(9)
0
Ép úgy járva el mint előbb, lesz a (6.)-ból:
dili I dv  
d s l dx +
d  l< í f  d V
dt \ d
! d Wj
l dx
l d ui \ 
^  [d y
dv
I s =  0
melylyel a (9) alatt álló második egyenlet csak akkor lehet 
identikus, ha
legyen.
3. A v meghatározására akkor is csak egy differencziál- 
egyenletünk lesz, ha az u függvény olyan, hogy a / / / .  szakasz­
ban (2) alatt, felirt differencziálegyenletek egyikéhen minden 
együttható eltűnik.
Minthogy az oly u függvényok, melyek sem .s-et sem 1-t 
nem tartalmazzák, kezdettől fogva ki vannak zárva, az idézett 
egyenletek másodika nem esketik el soha; erre ugyanis szűk-
/1 n
és így kellene, hogy
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i t  du , d u ,seges volna, hogy — -  es - zérus legyen, tehát hogy u ne 
tartalmazza sem s-et sem t-1.
Hogy az első egyenlet minden együtthatója eltűnjék, kell 
először is, hogy legyen
tii i d v du d f -  r-Ekkor a  . együtthatója lesz: — - ; Mmt-o >j ' d s 8t
c v
hogy pedig — nem lehet zérus, kell ismét, hogy legyen:
d f
dt =  o
azaz ez az eset csak akkor fordulhat elő, ha az adott differen- 
cziálegyenlet charakteristikus egyenletének egyik gyöke 0. A
" együtthatója ezek után magától elesik, és így végre azc s
utolsó feltétel a d v d t együtthatójának eltűnése:
/ d f  \ du d f  I du  \ { du
\ í l y  ) d s  d s 1 d y  , \ d x
A mint látni, a nyert feltételek egyszerűen az előbh kizárt 
!*. =  o esetre vezetnek vissza, a mely esetben az S  rendszer a 
most nyert meghatározást adja az u számára.
A nyert eredményeket tehát a következő tételben vonhat­
juk' össze:
Ha u az S1 vagy S2 elsőrendű differencziálegyenlet-rendszer 
megoldása, ha továbbá v a
du i dv  \ du I dv  \ [ du \ dv t du \ öv
ds ( d x ) dt \ dy ) \ d x )  ds ! dy dt
differ encziáleg yenlet megoldása, az
r f  =  0, u — ax, v — a2
föltétlenül integrálható rendszer és az első differ encziáleg yenlet 
teljes integrálját adja, ha csak u és r függvénydeterminánsa, s 
és t szerint nem 0.
Föladatunk lesz most már részletesen megvizsgálni, hogy 
a kifejtett módszerek által nyerhető integráljai az adott r-\-f — 0 
differencziálegyenletnek mennyire általánosak. Ezt a következő 
szakaszban teszszük. Már most is világos, hogy, mihelyt Sx 
vagy S2 integrálható, védtelen sok teljes integrált nyerünk.1
1 E hely legalkalmasabb lesz arra, bogy a jelen értekezés kapcso­
latát az eddig ismert eredményekkel néhány szóval jelezzem, minthogy 
ezek épen tárgj^alásunk idáig- kifejtett részére vonatkoznak. Mindössze 
két dolgozat lesz erre vonatkozólag- idézendő :
G. D arboux , Sur les équations aux dérivées partielles- du second 
ordre. (Annales de l ’école normale supérieure T. YIT. 1870, p. 163—173.)
H amburger, Zur Theorie der Integration eines Systems von n nicht 
linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit 2 unab­
hängigen und n abhängigen Variablen. (Journal für die reine und -angew. 
Mathematik, Bd. 93. 1882.) Második részében p. 201—214.
D arboux figyelmeztetett először arra, hogy az adott másodrendű 
parcziális differencziálegyenlet bizonyos specziális alkatánál lehetséges oly 
Ar-adrendü differencziálegyenletet fölállítani, melynek az adottal nem mint 
általánosságban legfölebb tetszőleges állandókat, hanem egy tetszőleges 
függvényt tartalmazó közös megoldása van. HAMBURGER-nél a D arboux 
által bebizonyítás nélkül közlött tételek mint egy «-edrendű, de specziá­
lis integrabilitási föltételeknek megfelelő differencziálegyenlet elméleté­
nek specziális esetei jelentkeznek. Itt találni a mienkkel lényegben meg­
egyező alakban az S  rendszereket is. Ezek azonban itt egész más meggon­
dolásokból keletkeznek, és így H amburger nem ismerte föl e rendszerek 
jelentőségét a másodrendű parcziális differencziálegyenletek általános 
elméletében. Ennek következtében ő — ép úgy, mint előtte Darboux — 
az S  rendszerek integrabilitásának esetében meghatározható integrálok 
körét sokkal szőkébbnek találja, mint a minő ez valóban. Szerinte arra, 
hogy az r - \ - f =  0 egyenlet egy teljes integrálját meghatározhassuk, az 
S, és S3 rendszerek mindegyikének kell egy integrállal birnia ; hogy pedig 
általános integrálját nyerjük, kell hogy mindegyik rendszernek két egy­
mástól független integrálja legyen. Ellenben a mi vizsgálataink szerint 
elég, ha csak egy az S  rendszerek közül integrálható, és — mint a leg­
közelebbi szakaszban részletesen kifejtjük — ekkor, ha e rendszernek 
csak egy integrálja van, már egy tetszőleges függvényt tartalmazó inte­
grált, azaz végtelen sok teljes integrált lehet meghatározni; ha pedig 
az egyik »S'-nek két egymástól független integrálja van, a másodrendű 
differencziálegyenletnek általános integrálját nyerjük.
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A IV. szakaszban kifejtett módszerek által nyerhető integrálok.
1. Az adott másodrendű dififerencziálegyenletnek
r + f  ~  0
egy-egy megoldását ismeretes módon kiválasztjuk a megfeleld 
függvények sokaságából, ha megadjuk a z és p  különben sza­
badon választható kezdőértékeit, melyekbe t. i. átmenjenek, ha 
x helyébe a szintén általánosságban szabadon választható x„ 
állandó értéket teszszük. Ha
(z) x = ,0 — Z (y), (p) ,• = x0 =  -  (y), 
akkor még látni, hogy
(?) x  = .r0 =  Z' (;y), (s) x  = x .  =  0/)
( * ) .—  =  * "  (y)
ha a vonások által y  szerinti differencziálást jelölünk. Ha a Z 
és ~ függvények még tetszőleges állandókat tartalmaznak, 
általánosabb megoldásokat nyerünk, jelesen 5 állandó esetében 
általánosságban teljes integrált.
Ha az
r  + /  =  0
u (x, y, z, p, q, s, t) =  ax ( í)
v {x, y, z , p, q, s, t)  =  a2
föltétlenül integrálható rendszert alkotnak, és így differencziál- 
egyenletünk egy teljes integrálját adják, e teljes integrál 
kezdőértékei könnyen meghatározhatók, ha a két utolsó egyen­
letben x helyébe xu - 1 teszünk. Lesz ekkor
u y> ^ ^ ^ ) =  ai/ t
V [ X 0. y } -9^ y 7C y Cs J $ 2
mely nem más, mint közönséges simultán diflferencziálegyenlet- 
rendszer, melyből Z és " mint az y függvényei lesznek mégha­
távozva; még pedig miután "-re nézve első-, £-ra nézve má­
sodrendű, 3 uj tetszőleges állandóval, azaz a keresett kezdő­
értékek
S =  Z {y, al} a2, a3, a4, aj),
K =  .% (y, ax, a2, aB, a4, aj).
Kivételes eset nem fordulhat elő e rendszer tárgyalásánál, 
mert u és v függvénydeterminánsa s és t szerint nem tűnik el, 
tehát u0 és v0-é tj és szerint sem tűnhetik el az x0 minden 
értékénél. Az x0 állandónak csak azon néhány értéke kizá­
randó, melyre nézve ez megtörténhetik.
Megfordítva két ily reláczió mint a (2.) alattiak, megha­
tározza az r -|-  f  =  o egy teljes integrálját és ezzel együtt az 
(1.) alatti föltétlenül integrálható rendszerét is.
2. Legyen most már az adott differencziálegyenlethez tar­
tozó Sx rendszernek egy megoldása, mely legalább s-et vagy t-f 
tartalmazza ux, akkor az
r  +  /  —  O, Uy  =  tty
általánosságban1 föltétlenül integrálható rendszert alkot 
minden '
? (Ti) ‘Í2? Ts, T4? Tö) =  a2
alakú egyenlettel, hol o tetszőleges függvény, Yi =  w1? a y - k, 
x, y, z, p, q, s, t bizonyos meghatározott függvényei, melyek 
közt a változóktól független reláczió nem létezik. Föltehet]ük 
még, hogy Yx,.. v Ys identikus a II. szakasz 1-ső pontjának 
végén jellemzett ax, . . . ,  a5-tel, úgy hogy, ha a cp függvényben 
Yc nem fordul elő, mindig ugyanazt a z =  F  teljes integrált 
nyerjük.
Ekkor a és % meghatározására szolgáló differencziál- 
egyenletek közül a másodikat szabadon választhatjuk, az az cp oly 
alakját határozhatjuk meg, hogy ha x —= x0
[?  ( l i  • • • Te)] x  =  ,r0 =  r 0
legyen. A
Y* = «/,-(»’ «  í> 2>3> 4- 5)
egyenletek ugyanis megoldhatók z, p, q, s, t szerint, megoldá­
suk az id. helyen használt jelzés értelmében
1 Ha t. i. u, és cp függvéiiydeterniiriHnsa s és t szerint el nem tűnik.
M. T. A K A D .  I I I .  OS ZT . K Ü L Ö N  K I A D V Á N Y A . 1884. I I . 3
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2 — ^ (X> Vi Yl, Y2, Y3, ‘Ú j Y5)
V — F r (x, y, Ti? TäJ 13- 14, h )
q =  Fy {x, y, Yi, Y2, Ys, 'ú, Yb) (3)
•S ~  Fry (x, y, Yl, T2, ’Í3, Í4- Tb)
* =  Fyy (x, y, Yi, Y2, Ys, Y4, Y5)
Ha az így nyert értékeket a
Ye =  Te (* •  V, V, q, s> 0
egyenletbe behelyettesítjük, íc és y nem esketik ki a y« kifejezé­
séből, mert különben az utolsó egyenlet relácziót adna a y-k 
közt, mely nem létezhetik; de y egymagában véve sem eske­
tik ki. mert különben x a y-k függvénye volna és így r =  x az 
alapúi szolgáló rendszernek (12.) alatt a ITT. szakaszban) meg­
oldása volna, a miből
du  ^ du
77 = ’ d  t )
következnék, a mi kezdettől fogva ki van zárva.
E szerint az utoljára fölirt reláczióból
y — F (x, ?/i, Y2, Y a, Y4, Ys, Yc) (4)
következik.
Ha most már a (3.) és (4.)-ben x helyébe .r0-ot teszüuk, a
ki fej ezését nyerj ük
C r' V v - -1  -» -» , 'o ,L, .7
./0 ~ 0 ./0 ./0 ./0 -/0 II , 12 , |3 , 14 , 15 , 10
által, ha y,0 a y,■ megfelelő kezdőértékét jelenti, és ez által a
átmegy
00
y , 7  * ,
r ! r é .  C '
,r. 0 ~  0 V 0 -/ 0 - 0 ^ 0
r  \  11 , 1 2 ,
co 1 4  , 1 5 , 1 6
alakba. Ha tehát a cp-t ily módon választjuk, valóban a £ és z 
meghatározására szolgáló differeneziálegyenletek egyike a tet­
szőlegesen választott r 0 =  a2 lesz.
3. Ki kell mutatnunk, hogy módszereink valóban megadnak 
minden partikuláris intcarált, melynek kezdőértékei ~ és z eleget 
tesznek az u0 — Const, relácziónak. E behizonyitás valamivel
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hosszadalmasabb lesz az által, bogy a (2.) differencziálegyeúlet- 
rendszernek nemcsak azon integráljait kell tekintetbe venni, 
melyek az általánosból az állandók specziálizálása által kelet­
keznek. hanem a singularis integrálokat is. Alapúi szolgál 
ekkor a következő tétel :
Ha r -4- f  — o, u =  a1} v — a2 föltétlenül integrálható 
rendszert alkotnak, akkor az r f  =  0 differencziál'egyenlet 
minden oly integrálja, melynek kezdőértékei és ~ eleget tesznek 
az u0 — a\> vo =  a 2 differencziálegyetileteknek, egyszersmind 
kielégíti az u =  ax és v — a.2 egyenleteket is, tehát a rendszer 
integrálja.
Ha ugyanis a rendszert r, s, t szerint megoldott alakjá- 
ban írjuk:
r =  B, s =  S, t 
megoldása aequivalens a
d p  =  R dp
d x ’ d y
dg  =  dq  
d x  ’ dy
=  T,
=  S, 
=  T, (5)
d r 
d x =  V>
d z
d y =  b
közönséges differencziálegyenlet-rendszerével, mely akkor szin­
tén föltétlenül integrálható és melynek egy bizonyos integrál­
ját nyerjük, ha z, p, q kezdőértékeit Z>, x, (ha t. i. x =  x0) 
úgy lettek megállapítva, hogy a
** =
=  { T ) x =
d'C _  .»
d y
egyenleteknek eleget tegyenek.1 Közvetlenül világos, hogy 
e differencziálegyenlet-rendszer 21, Zi számára azonos az 
n() =  a ,, v0 =  a2 egyenletekkel. Az ilyképen megállapított z, p, q 
értékek eleget tesznek az (5.) alatti egyenleteknek, azaz a z,
1 König Gyula 1. c. p. 19.
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eleget tesz az r +  f  =  0 parcziális differenczi álegyenletnek, 
valamint az u =  ax, v — a2-nek is. Ezzel a kijelentett tétel 
be van bizonyítva, mert az r -+- /  =  0 egyenletnek csak egy 
oly integrálja van, melyre nézve a 3 és p  kezdőértékei 'C és %.
Világos, bogy az (5.)-nek ilv módon megállapított megol­
dása lehet vagy (az általánosban foglalt) partikuláris vagy 
pedig singuláris megoldás.
E szerint az eljárás, melylyel az r -\~ f  =  0 minden oly 
megoldását nyerjük, melyben a £ és % kezdőértékek eleget tesznek 
az u0 =  Const, egyenletnek, a következő lesz:
Mindenek előtt meghatározzuk a föltétlenül integrálható 
rendszer harmadik egyenletét, Erre legegyszerűbben, minthogy 
?<0 tartalmazza legalább ~"-t vagy ró -t, második relácziónak 
veszszük a következőket:
rf — y =  0 vagy C  — y =  0
ami meghatározza a megelőző pontban <p-vel jelzett függvényt, 
vagyis a harmadik egyenletet v =  0. Akkor pedig nem szük­
séges más, mint a
d p  d g  d z
d x ' d x L ’ d x  ^
rendszerből azt a megoldást keresni, melynek kezdőértékei ~, 
"C. Az igy nyert z függvény lesz az r f  =  0 keresett 
megoldása.
4. Ha az >Sj rendszernek megoldása ux, akkor <0 (ux), hol 
0  tetszőleges függvény, szintén megoldása lesz, de világos, 
hogy 0  (t<i) — C nem adhat újat, miután az ux =  Uj-gyel 
aequivalens egyenlet. Ha az Sx rendszernek co (ux) legáltaláno- 
sabbb megoldása, akkor Sx-ből több megoldást nem is vezethe­
tünk le, és ez csak az imént jelzett integrálok sokaságát adja.
Ha azonban az Sx rendszernek két egymástól független 
integrálja van ux és u2, akkor a most kifejtett módszerek az 
r f  =  0 általános megoldását, az az bárminő kezdőértékek 
által meghatározott partikuláris integrálját adják.
Ekkor ugyanis <0 (nj,w2), hol co tetszőleges függvény, szin­
tén megoldja a. rendszert és a föltétlenül integrálható rendszer 
második egyenlete gyanánt felvehető :
u =  co (tíj, u2) — Const.
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és itt eo úgy választható, hogy u — oj-nek a szabadon válasz­
tott Z, z kezdőértékek megfeleljenek. Legyen ugyanis
% ■= 3i ö b  y, h p> q> s> 0
% =  2^ (* ; y> v, q> *, 0
akkor esetében
(wi) ■' = ■'» ~  si (,í/)
0 2) * =  *. =  «2 (2/)
és most már igen egyszerűen választható <0 úgy, hogy 
(o [s, (y), s2 (//)] =  Const,, 
azaz //-tói független legyen. 1
Az o) ily meghatározása után a feladat vissza van vezetve 
az előbbi esetre, minthogy oly megoldást kell keresnünk, mely­
nek kezdőértékei az u0 =  Const, relácziónak eleget tesznek. 
Összefoglaljuk az eddigi eredményeket:
Legyen adva az r -f- /  =  0 másodrendű párcziális diffe- 
re ne ziálegyenlet; képezzük a hozzátartozó S± és S2 rendszereket. 
Ha e rendszerek egyike integrálható és integrálja 
u =  u (x, y, z, p, q, s, t),
akkor tisztán elsőrendű diferencziálegyenletek, vagy a mi 
ugyanaz, totál dijferencziálegyenletek integrácziója által nyer­
hetni az r + f  =  0 minden integrálját, melyben a
(z) JL■ =  .r„ =■ Z , (p) x — x0 ~  TC
kezdőértékek kielégítik az
% {y, Z, %,Zl ,z ,Z!' )  =  Const.
relácziót.
Ha pedig az vagy S2 rendszerek egyikének két egymás­
tól független integrálja van, szintén totál dijferencziálegyenletek 
integrácziójára van visszavezetve a, tetszőleges kezdőértékeknek 
megfelelő, vagyis az általános integrál meghatározása.
1 Legyen p.
akkor
és ha rövidebben 
akkor
My )  =  « és y =  ii (z); 
e» [«.(//), szky) 1 =  o) [z, s2 ü(z)] 
S2 [ó  (z )]  =  — (z),
OJ ( U l ,  m2) — x (új) — íí2
a feltételnek megfelelőleg lesz választva.
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A számítás részletes menete e fejezetben teljesen ki van 
fejtve.
Magától értetődik, bogy az *bj vagy S2 rendszereknek két 
független integráljából nem az összes teljes integrálokat nyer­
jük, hanem az összes partikuláris integrálok összefoglalását a 
teljes integrálok bizonyos végtelen sorozatában. Ama geome­
triai terminológia, melyet Lie az elsőrendű párcziális differen- 
cziálegyenletek elméletében használ, legalkalmasabb e viszo­
nyok jellemzésére.
j f
A teljes integrál meghatározásánál fölmerülő általános 
(B ) eset részletes tárgyalása.
1. Föladatunk általánosságban az x, y, z, p , q, s, t oly u 
függvényét meghatározni, hogy az
u =  ax
másodrendű differencziálegyenletnek eleget tegyen az r + f =  0- 
nak legalább egy teljes integrálja. Láttuk továbbá, hogy ha u 
az St vagy S2 elsőrendű diíferencziálegyenlet rendszer megol­
dása, akkor integráljai közt az r +  f  — 0 végtelen sok tel­
jes integrálja foglaltatik, mig minden más esetben ezek az 
r -h f  — 0-nak legfölebb eyy teljes integrálját szolgáltatják. 
Most már azon u függvényeket kell megtalálnunk, melyek va­
lóban ily integrált adnak. A megelőzők szerint a direkt út 
erre az volna, hogy kifejtenők annak föltételét, hogy az u és v 
meghatározására szolgáló rendszer (III. szak. (2.) alatt), ha 
v-t tekintjük benne ismeretlen függvénynek, mikor lesz teljes 
rendszer. Látni való, hogy ez közvetetlenül több föltétel! egyen­
letet szolgáltat u számára, melyek nem mások, mint másod­
rendű parcziális differencziálegyenletek az x, y, z, p, q, s, t, 
független változókkal. Azonban már ezen egyenletek fölállí­
tása, még inkább pedig a nyert egyenletek algebrai kapcsola­
tának kimutatása bonyadalmaS számitásokat követel, a miért 
az u számára nyerendő diíferencziálegyenlet fölállításánál más 
utat választunk.
Tárgyalásunk alapja a következő tétel lesz:
Ha az r +  f  =  0 egy teljes integrálja egyszersmind inte­
grálja az u =  a1 differencziálegyenletnek is, és u nem megoldása 
az *S| vagy Sz rendszernek, (a mely esetben már előbb teljesen
VI.
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végeztünk) , akkor csak egy ily teljes integrál létezik és ez a teljes 
rendszer harmadik egyenletének v — a2 fölállítása nélkül totál 
dijferencziálegyen let rendszerböl kiszám ítható.
Ha ugyanis az r +  /  — 0 és u =  ax egyenleteket x és y 
szerint differencziáljuk és a 2 harmadik differencziálhányado- 
sait következőkép jelöljük:
d3 2 d3 z d3 z d3 z
dl d x s di d x 2 d y d3 d x  d y 2 d y 3
lesz
De ha a föltételnek megfelelőleg az u — ax-nek az 
r 4- /  =  0 csak egy teljes integrálja felel meg, akkor a most 
nyert egyenletrendszer mindig megoldható a d-k szerint 
Vezessük he ugyanis a következő jelzéseket:
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Ha most már A =  0, akkor az (1.) lineáris rendszer 
egyenletei közt vagy ellenmondás vau, és igy közös integrál 
egyáltalában nincs, vagy pedig D2, D:i és D4 szintén eltűnnek. 
De ennek jelentését könnyű megállapítani. A A =  0 ismét 
csak azt mondja, bogy az r +  f  — 0 és a — ax cbarakteris- 
tikus egyenleteinek egy közös gyökük van, és a A, l),2, l )á, 1)4 
együttes eltűnése egyszerűen azt mondja, bogy u eleget tesz a 
IV . szak. kezdetén fölállított 3 egyenletnek, vagyis az S rend­
szerek egyikének, beleértve már a cbarakteristikus egyenlet 
0 gyökének megfelelő esetet is.
Ha d ud s — 0, A csak úgy tüntetik el, ba
d u .-r-— is zérus,
a mely eset tebát megint a kezdettől fogva kizárandó s és t-1 
nem tartalmazó u alakokra vezet.
A mi esetüukben tebát dx, d2, d3, d4 alatt értve az (1.) 
egyenletrendszer megoldásait, a következő rendszert nyerjük :
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i (i  __ .. d q
d x d y
d z d z
d x  =  P' d y
E rendszer, ha benne r értekét az r -f f  — 0 egyenletből 
véve gondoljuk, föltétlenül integrálható lesz és az akkor belőle 
meghatározott z függvény az r -f f  =  0 teljes integrálja.
Először is látni, hogy ha z, p, q, s, t oly függvények, 
melyek e rendszer megoldását adják, akkor a függvényeknek 
az utolsó négy egyenletben kifejezett kapcsolatánál fogva a
d p
d x =  r
egyenlet azt mondja, hogy 2; egyszersmind az r 4- f  =  0 
differencziálegyenlet megoldása, A rendszer keletkezésénél 
fogva z — F  (az r 4- f  =  0 ama teljes integrálja, mely az 
u =  íij-nek is megfelel) és a belőle keletkező p, q, s, t függ­
vények kielégítik a rendszert. Már ez mutatja, hogy a rendszer 
föltétlenül integrálható, mert a megoldás öt tetszőleges állan­
dót tartalmaz. Jó lesz még megjegyezni, hogy ha az integrabi- 
litási feltételek nem volnának identitások, ezek egy újabb rel'á- 
cziót adnának, x, y, z, p , q, s, t közt, vagyis egy újabb másod­
rendű egyenletet adnának, melynek z =  F  megoldása és mely 
nem lehet r - f f  — 0-sal aequivalens, mert benne r elő sem 
fordul. Tételünk tehát be van bizonyitva.
Látni továbbá, hogy ha az r -f- f  =  0 és u =  ax közös 
integrálja z — F  nem teljes integrálja az első egyenletnek, 
akkor a megfelelő z, p, q, s, t értékek közt mindig létezik egy 
állandó nélküli reláczió. A (3,)-nak megfelelő z, p, q, s, t függ­
vények közt tehát fönnáll ugyanez a reláczió, tehát legfölebb 4 
állandót tartalmaznak és a (3.) nem lehet föltétlenül integrál­
ható. Kimondhatjuk tehát a következő tételt is :
Ha az u oly függvény, hogy a dx, d2, d3, d -^nek az(l.)-nek 
megfelelő értékei mellett a (3.) föltétlenül integrálható, a (3.)- 
ból meghatározott és 5 tetszőleges állandót tartalmazó z függvény 
az r -}- f  — 0-nak teljes integrálja és egyszersmind az u =  ax- 
nek is integrálja. Ha pedig u e föltételnek nem tesz eleget, az 
r 4- f  =  0 és u — ax rendszer nem adhatja az r 4~ f  — 0 
teljes integrálját,
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í g y  tehát a heveseit n függvények meghatározhatók abból a, 
föltételből, hogy a (3.) alatti rendszer föltétlenül integrálható 
legyen.
2. Áttérünk ezen integrabilitási föltételek részletezésére.
A két utolsó egyenletből folyó föltételek:
dq dg
d x  d y
d t ds
d x dy
a differencziálhányadosoknak a rendszerben foglalt értékei kö­
vetkeztében mindig identikus módon lesznek kielégítve.
Hasonlóképen a harmadik egyenletpárból folyó föltétel. 
Mert
ds
fix ■'/' i !  +  ■'/ + f f )dy dx dy \ dyJ
d f
d C?3 +
identice zérus, mert hiszen a d-k az (1.) megoldásából kelet­
kező értékek; a mit pedig nyertünk, épen nem más, mint az 
(1.) alatt álló második egyenlet többtagúja, mely ekkor 
mindig 0.
Maradnak csupán az első és második egyenletpárból kö­
vetkező föltételek, melyeknek közvetetlen alakja:
d
d x 
d
d x
d3
d4
d
d y
d
d y
d2 =  0
ds =  0
E föltételek kifejtésére fölhasználva a (2.) alatt bevezetett 
jelzéseket, lesz:
^ — 1! 2; a, 4),dl
és igy a keresett föltételek 
d A1\ =  (A -^ A A  ”70") — 7d x d
d l )  2
y
To =  (A d I)x -  w,x' 8d, x A  d, A ) - ( i  <lj K - ad x d y
d A .A  f —) -  0 
d y  . (4)
d \
v 3 d y ) - f  0
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A T2 és T4 kifejtésében a A nevező, mely a differencziálás 
következtében újból fölléphetne, egészen kiesik. Ez az első és 
harmadik tagban önként világos. A második és negyedik tag­
ban a A nevező föllép, midőn a ----- és —operácziók rész­ei x d y
g
létezésében d2 - s. u. t. Írandó. De ezen tagokat összefog­
lalva a számlálóban a D f — D2D4 tényező lép föl, mely mint 
a szorzat egyszerű kifejtése mutatja, mindig osztható A által.
Ebben az alakban, hol A2-tel szoroztunk, tehát csak a 
A =  0 elsőrendű diftérencziálegyenlet megoldásai lépnek még 
hozzá az u keresett értékeihez. A diftérencziálegyenlet alakjából 
közvetlenül kiolvasható A =  0 megoldások épen úgy kizáran- 
dók, mint az analog megoldások ama resolvensben, melyet az 
elsőrendű differencziálegyenletek tárgyalásánál nyerünk.
Különben a (4.) alatt álló alakok oly másodrendű parcziá- 
lis differenciálegyenleteket adnak az u meghatározására, me­
lyeknek többtagúja az u-t magát nem tartalmazza, az u összes 
differ encziálhány adósainak egész, a második di ffe ven cziá Ih árnya - 
dósoknak pedig lineáris függvénye, míg független változói' gya­
nánt x, y, z, p, q, s és t szerepelnek.
Megjegyzendő még, hogy az x és y szerinti teljes differen­
cziálás végrehajtásánál a, z, p, q, s, t ditferencziálhányadosai-
nak értéke a (3.) alatt álló rendszerből veendő, azaz , ,d x d y
a következő operácziók jelei: (5)
3. Alapvető fontosságú, hogy az u számára nyert két dijje- 
rencziálegyenlet egy egyetlen által pótolható. Ennek kimutatá­
sára szolgál a 6
(6)
identitás, melynek igazolásával kell első sorban foglalkoznunk.
4 ”)
c uFöltételezve, bogy ~ ~  nem o, az (1.) rendszerből nyerjük
Ezeket differencziálva és a differencziálhányados számlá­
lójának második tagjában 
az (1.) egyenletekből:
/ d u
i d x es l j U ) értékét bevezetve,
dt
I du ! d uhol még a  ^- - -  j és  ^ j “ ) értelme, a mint azt az I. szakasz­
ban (6.) alatt megállapítottuk, ha még r értékét az r -f f  — o 
egyenletből beteszszük, a következő :
A differencziálások végzése közvetetlcnül mutatja, hogy
d dui d u \ du 
d x [_\ d y ) ^ r d s 4- d'4 dx dt
d, du du d d3
dy  d x d s d x
az (1.) rendszer második egyenlete szerint 0, az eredmény lesz
d, r r  íZ u  \ 
d  x  \ d y  1
du 7+ w * d du d x  dt
vagyis
Ezeket összeadva, tekintetbe véve a . ),d x d y \ d x J
j j operácziók értelmét, valamint azt, hogy a jobb oldalon
együtthatja
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■ *
du f d d \ du f d 7
T s  ( dZ.  3 _  ■',! V +  Tt 1 d x  d> d  y
I d u \ 
l d x ]
d.
d u 
d s
d u 
d y
d u  
d s
dÁ =
Ezekből
d u  \
d x d u 
d s
De a nyert reldczió akkor is helyes marad, lia — -  — 0. 
Ekkor ugyanis a második tag elesik, az elsőben pedig
identitás lesz.
3 li 3 IEkkor ugyanis sem —— . sem _ — nem lebet 0, mert 0 s ő t
különben \  is eltűnik, és igy most
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J)e a (9.) alatti identitások minden a-ra nézve helyesek. 
Ha tehát fölteszszük, hogy ez nem tartalmazza t-t, tehát
d u
=  0, az összeadás eredménye így is irható:
d / d u \ d I dú , \ d í du
d y  \ d x 
d u
vagyis, ha mindkét oldalon a második tag dífferencziálását el­
végezzük és röviditünk:
d I d u \ . d du d [ du  \ d du
d x  1 d y )  3 d, x d s d y  X  d x  ) ^  2 d y d s
a mi, ha a d2, d:i differencziálháuyadosainak mostani értékeit 
tekintetbe veszszük, az állított egyenletet adja.
A (10.) reláczió tehát helyes, ha u nem megoldása a A =  0
egyenletnek. Ha most d,--nek ~  - alakját bevezetjük, a A2 ne­
vezőt, mely nem 0. el is hagyhatjuk, és igy lesz
minden tt-ra nézve, mert a A =  0 eddig kizárt megoldásai is meg­
felelnek ezen egyenletnek. A T4 és 7'2-nek (4.) alatt részlete­
sen kiirt alakjából kitűnik ugyanis, hogy rT2 és 7'4 külön-külön 
eltűnnek, mihelyt A =  0.
Minthogy pedig a vizsgált kifejezés eltűnik, bármi függ­
vény is legyen u, világos, hogy identice 0 ; mert különben ama 
követelés, hogy p. egy legyen, differencziálegyenletet adna. 
melynek egy u megoldását is lehetne találni, ellentétben a be- 
bizonyitottakkal.
E szerint most már szükségkép Ta minden tagja osztható
d u 
d e -sei és rL\ minden tagja
d u 
dt -vei. Legyen most már
7' 7 ’i 21  _ J 4
d u r n
d s dt
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hol R ismét az u összes differencziálhányadosainak egész, a 
második differencziálhányadosoknak pedig lineáris egész függ­
vénye, akkor az a számára nyert két differencziálegyenlet
igy is irható
r 2 =  o, =  o
d u 
d s R — 0,
d u 
d t R =  0,
vagy miután az oly u függvény, mely sem s-et, sem t-1 nem 
tartalmazza, úgy sem felelhet meg, szükséges és elegendő, hogy 
u az R =  0 egyenlet oly megoldása legyen, melyre nézve A nem 
tűnik el.
4. E tárgyalások kielégítésére még közelebbről megvizs- 
gálandók az R ^  0 egyenlet ama megoldásai, melyek egy­
szersmind a A =  0 elsőrendű differencziálegyenlet megoldásai. 
Erre vonatkozólag legczélszerűbb visszamenni ama differeo- 
cziálegyenlet rendszerre (III. szak. (2 .) alatt), mely az u és v 
függvényeket határozza meg.
Ha A =  0 , ismét az r +  /  =  0 és u — ax charakteristi- 
kus egyenleteinek közös gyökük van. Ha az idézett egyenle­
tekben az elsőt -TT -^sel, a másodikat -7^ -vei szorozzuk és a o s  0  t
kettőt egymásból kivonjuk a A =  0 reláczió miatt a 
együtthatója eltűnik és lesz:
I du 
\ d s
d f  \ d u d f  i du  \ l  du 1 du  \ 1 d v
d y  ) d t d  t ( d y ) J d  t ( d x )  | d s
+
j du 
\ d s
H l du \ _ I \ d u ~
8 s l d y  1 \ d y  1 d s_
du í d u \ j d v 
d t 1 d y ) I d t
vagy ha a charakteristikus egyenletek közös gyökét jr-t ismét a
0
d u  d u  d f  d f
d t ‘ ' d t 
relácziók segitségével behozzuk:
M. T Ű D .  A K A D . I I I .  OS ZT.  K Ü L Ö N  K I A D V Á N Y A .  1884. I r.
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Az első tényező eltűnése A =  0 miatt maga után vonja.
volna, mert sem s-et, sem t-t nem tartalmazza. Ha a második 
tényező zérus, ez a A =  0-sal együtt azt mondja, hogy u az S 
rendszernek megoldása. Ha végre a harmadik tényező tűnik 
el, ismét használhatatlan u-t kapunk, mert mint könnyű látni. 
u és v függvénydeterminánsa s és t szerint 0, és igy az u =  a4 
és v =  a2 egyenletek nem oldhatók meg s és t szerint.
Ezek szerint az R — 0 másodrendű differ endziálegyenlet 
(a megoldások minden megszorítása nélkül) az u és v-re fel­
állított differencziálegyenletrendszernek a v eliminácziója által 
keletkező »resultánsa« ; a kizárt megoldások, hol t. i. az S rend­
szerek egyikéből csak az első egyenletnek felel meg u, egyszerűen 
azok, melyekben u és v függvénydeterminánsa eltűnik.
5. Az eddigiekben a másodrendű parcziális differencziál- 
egyenlet integrácziójára vonatkozó eredmények összeállítva a 
következők:
Adva lévén az
differencziálegyenlet, a (2.) alatt értelmezett A, D2, l)4 kife­
jezések segítségével képezzük az
r +  /  =  0
) - (
d u
d l
d u
d  S
differ encziálegyenletet, melyben u az ismeretlen függvény, x, y, 
z, p. q, s, t a  független változók.
hogy 0; az illető u függvény tehát használhatatlan
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E dijf'erencziálegyenlet minden partikuláris megoldása, 
mely nem egyszersmind megoldása a i  =  0 egyenletnek is, a 
vizsgált egyenletnek egy teljes integrálját adja. Ha t. i. az (1.) 
alatti rendszerből d2, d3, d4-et meghatározzuk és az ekkor fö l­
tétlenül integrálható (3.) alatti rendszert integráljuk, ebből 
z-t mint 5 állandót tartalmazó függvényt, nyerjük, mely az 
r +  f  =  0 teljes integrálja.
Ha u oly partikuláris megoldás, mely egyszersmind a 
A =  0 megoldása is, a mi annyit jelent, hogy u kielégíti a IV. 
szakaszban (3.) alatt fölállított S rendszerek egyikének első 
egyenletét, az r +  f  =  0 integrácziója végett visszatérhetünk a
III. szakaszban (2.) alatt fölállított rendszerhez, mely u-hoz 
oly v-t szolgáltat, hogy r - \ - f = ' 0 ,  ti — a,1} v =  a2 föltétlenül 
integrálható legyen.
Ha u kielégíti az illető S rendszer második egyenletét is a
IV. és V. szakaszban kifejtett módszerek szerint az r f  == 0- 
nak végtelen sok teljes integrálját, azaz egy tetszőleges függ­
vényt tartalmazó integrálját nyerjük, két ilyen u-ból pedig az 
általános integrált.
Ha végre u csak a A =  0, de egyik S rendszernek sem 
megoldása, akkor ez nem szolgáltatja az r +  f — 0 teljes inte­
grálját, mert a kiegészítésül felállítandó u =  ax, v — a2 egyen­
letek nem oldhatók meg s és t szerint.
Az R — 0 egyenlet ama kivételes megoldásainak szerepe, 
melyek t. i. a A =  0-nak is megoldásai, a megelőzőkben kifej­
tett módszerek nélkül is, tisztán e szakasz tárgyalásai alapján 
volna megállapítható.
Hogy ily u, mely nem megoldása az S  rendszerek egyiké­
nek, nem adhat teljes integrált, onnét is látni, hogy az (1.) 
egyenletei ekkor ellenmondást foglalnak magukban, tehát 
r +  / =  0 és u — %-nek oly közös integrálja, mely az első­
nek teljes integrálja, nincs is.
A másik esetben az (1.) rendszer megoldható, még pedig 
úgy, hogy d4 szabadon választott értékének, a dx, d2, d3 meg: 
határozott értékei felelnek meg. A 3-ik és 4-ik egyenlet
^  Vb
ugyanis mindig független egymástól; mert különben - - -  és
4 *
d u 
d l eltűnnének, és igy u nem tartalmazná s-et és /-t, a nii
nem lehetséges. A A tehát úgy tűnik el, hogy a második egyen­
let a 3-ik és 4-ik komhinácziója. A (10.) alatt lehozott relá-
cziónál:
d u r d 
T 7 [ d y  2 +
du f d
=  0
csak az lett föltételezve, hogy d2, d-A, d4 az (1.) egyenletrendszer 
megoldásai, és ha ilyen megoldások léteznek, mint a mostani 
esetben, helyes marad, ámbár A =  0.
így tehát, hogy a (3.) rendszer föltétlenül integrálható 
legyen, elég d4-et úgy meghatározni, hogy
d x d y do =  0 ( i i )
legyen, ebből azután a másik föltétel önként következik; mert 
nem lehet 0. Ekkor ugyanis amost d s
d u
du du
Y 1  l>' +  1 1
o
miatt A—• is eltűnnék, a mi lehetetlen.d t
A (11.) föltétel azonban most föltétel a d4 meghatározá­
sára. Ugyanis az (1.) rendszer szerint
d u 
d y
du 7
-  d o—
d u 
d s
d f \  du 
d y ) d s
d f  í du  
d s [ d y +
d f  du
d t d s
d u 
d s
( 12)
d f  du 
d s d t d,
Ha a ds ezen értékét a (ll.)-be heviszszük és a dd x’ d y
operácziók kifejtésénél da, d3 értékét az utolsó egyenletekből
veszszük, elsőrendű parcziális difj'erencziálegyenletet nyerőnk d 4 
számára, mely ezt meghatározza, mint az x, y, z, p, q, s, t 
függvényét. És a d4 minden ily értéke a hozzátartozó d2 és d-r  
mal a (3.) rendszert föltétlenül integrálhatóvá teszi, tehát az 
r - \ - f =  0 egy-egy teljes integrálját adja. A dx-hez tartozó 
do és d3 értékét egyszerűen a (12.) egyenletekből veszszük.
6. Utolsó föladatunk most még megállapítani, hogy mikép 
nyerjük az r + / = 0  egyenletnek egy bizonyos teljes inte­
grálját^ vagy más szóval, hogy mikép választandók az u, ille­
tőleg u és d4 oldóegyenletekben a kezdőértékek a teljes integrál 
szabadon megállapított kezdőértékeinek megfelelöleg.
A teljes integrál kezdőértékeit legalkalmasabban, mint az 
Y. szak. elején az
«0 (y,
i-o (y*
(13.)
egyenletek alakjában gondoljuk megállapítva, hol ezen egyen­
letrendszernek % és Z" szerint megoldhatónak kell lennie. 
Legalkalmasabb ezen alak, mert ép úgy mint a föltétlenül 
integrálható rendszerben az ct3, a4, ah állandók itt explicite 
elő sem fordulnak, és igy az eredmény ezen állandók trans- 
formácziój ától független.
Az R =  0 egyes partikuláris megoldását kapjuk, ha 
* =  «o-nak megfelelöleg u és kezdőértékét megállapítjuk 
Legyenek ezek
(«) r =  .r0 =  ü  (y, z, p, q, s, t)
I ~ ~ ) =  t r  (y, z, P, q, s, t).
Minthogy az r +  f  — 0-nak keresett teljes integrálja közös 
legyen az u — ax-gyel, kell tehát, hogy
U =  u0 (;y, z, p, q. s, t)
legyen. Az V' meghatározására vegyük még tekintetbe a rend­
szer harmadik egyenletét, v — a2. Hogy a (13.) által megha­
tározott teljes integrált nyerjük, kell, hogy
(») =  ««(y, i',® ', > tf")
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legyen. Az u és v számára nyert difi ere ncziálegyenletr enclszer- 
ben (III. szak. (2.) alatt) szintén x helyébe a*0-ot téve, a két
egyenletben -j— helyébe U' és (4-—) , az u és v
Ö 00 0  00 y (j 00 J íi'n
többi differencziálhányadosai helyébe pedig az U és v0 diffe- 
rencziálhányadosai jönnek, természetesen még mindenütt fel­
cserélve a
*5 P, q> *, t
jeleket a
5, c \* V c '
betűkkel. Ha most a két egyenletből -ot elimi nál-
juk, az eredő egyenletben U'-et meghatározzuk az ismeretes U és 
v0 függvényekből, a mivel föladatunk általánosságban meg vari 
oldva.
Kivétel ez alól csak akkor van, ha az u értéke olyan,
d V
hogy a nem eliminálható, a mi, mint tudjuk, — az x0
egyes kivételes értékeinek mellőzésével — akkor és csak akkor 
történik, ha u az S rendszerek egyikének megoldása. Ebben 
az esetben a v0 =  a2 egyenletet y szerint differencziálva, ka­
punk egy lineár egyenletet x" vagy 'C' meghatározására, mert 
v0 a x és mennyiségek között legalább egyet tartalmaz. Ha 
ép úgy differencziáljuk az u0 — ax egyenletet is, a kettőből x" 
és 'C mindig meghatározható, mert különben u0 és v0 függ­
vénydeterminánsa x és szerint eltűnnék, és ekkor a (13.) 
nem adhatna a £ és x számára 5 tetszőleges állandót tartal­
mazó függvényt.
Ha x =  x0, akkor d4 ~ ~  nem más, mint ,
dy
és így,
ha ama meghatározás alapján,
(y, Z,x,  C ' . ic '.O .
a d4 számára nyert diíferencziálegyenletnek ama partikuláris 
integrálja veendő, melyben a kezdőérték
W «  = x. =  a (y, z, p, q, s, t).
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Az IT és vele együtt u is, melyet még eü4 előtt kell meg­
határozni, adva van, mert akkor u két elsőrendű differencziál- 
egyenletnek is megoldása, melyeknek mindegyike megadja U'-t 
az ÍT-ból és difterencziálliányadosaiból.
Könnyű látni, hogy az U vagy u0 amaz alakjai, melyekkel 
ebben az esetben van dolgunk, maguk is elsőrendű differen- 
eziálegyenlet által vannak adva. Különben erre vonatkozólag 
az V. szakaszban már egyszerűbb módszert is nyertünk.
A teljes integrál értelmezésének általánosítása.
1. E fejezet tárgyalásaiban, melyek különben akárhány 
független változót tartalmazó differencziálegyenletekre ép úgy 
ismételbetők, a két független változót tartalmazó w-edrendű 
parcziális differencziálegyenletet veszszük föl alapúi. A diffe- 
rencziálhányadosok általános jelölésére legyen
dl + * z
dx{ d y k =  Pik* Z =  Poo?
melyek mellett azonban, a kapcsolat jobb föltüntetése végett, 
a z, p, q, r, s, t jeleket is megtartjuk.
Az
£  (x, y , z , p ,  q, . . . . ,  pn„, . . . Pon ) =  o 
teljes integrálja alatt oly módon meghatározott z — t értünk: 
z =  F  {x, y , a1: a2, . . . ,  a y ),
mely az £  — 0-ot kielégíti, de ezen kívül semmi más az a-kat 
nem tartalmazó n-ed (vagy alacsonyabb)  rendű differencziál 
egyenletnek nem tesz eleget.
A közönséges értelmezéssel szemben elhagytuk itt azon 
megállapitást, hogy a tetszőleges állandók száma a teljes inte­
grálban egyenlő legyen az összes differencziálhányadosok szá­
mával, mely
(n + i; (n -f 2) 1
Hogy a tetszőleges állandók száma a teljes integrálban 
nem lehet ennél kisebb, az világos, mert különben az illető z-re 
nézve mindig lehet több különböző w-edrendü egyenletet föl­
állítani ; de lehet ennél nagyobb.
Általánosságban, ha a tetszőleges állandók száma
V II.
N  =  >  + » >  + ») — 1 +  k
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a teljes integrált k-adfajunak nevezzük, ágig hogy a 0 fajú a 
közönséges, (szükebb értelemben vett)  teljes integrállal összeesik.1)
Az értelmezés e bővítésének jogosultsága kitűnik abból, 
bogy a teljes integrál jellemző tulajdonsága az uj alakokra is 
kiterjed, t. i.
Legyen cp az £  — 0 bárminő integrálja, akkor az ax, a2, 
. . . ais állandók variácziója által, azaz úgy, hogy az a-k 
helyébe az x és y-nak bizonyos f  üggvényeit t e s z s zü k ,  mindig el 
lehet érni, hogy legyen
F (x, y , aí} a2, . . . , aN ) =  <p.
A tétel bebizonyítása épúgy történik, mint a közönséges 
teljes integrálnál. Legyen ugyanis
d' + k z
Vli — ---:-------1 dxl dyk
valamelyike a z, p, . . .  . pon mennyiségeknek2), mely az
£  — 0 egyenletben valóban bennfoglaltatik, határozzuk meg 
azután az a-kat úgy, hogy a
<p =  F,
d y  d F d cp d F
d x d x ’ d y d y ’ ^
dn cp _  dnF
dxn dx"
dn <p
dy
d"F
Vyn
d' + k ca
egyenleteknek az egy -nak megfelelő egyenlet kivéte­
lével eleget tegyenek. Az F  =  0 egyenletet p,u szerint megol­
dott alakban Írhatjuk:
d' + k z
dx' dyk E  (x, y , z , p , q ,  . . ., pH0, Pon),
') Fölteszszük természetesen, hogy a tetszőleges állandók az illető 
kifejtésben már a legkisebb számra hozattak, azaz, hogy az N  állandó 
nem fordul elő csupán N  — l az á-kból összeállított kifejezésben, ekkor 
ugyanis valóban F is csak N  — l állandót tartalmaz.
2) Ha i =  k — 0, akkor %>ik =  z.
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hűl a jobb oldalon természetesen p ki hiányzik. Akkor az (1.) 
rendszer és a
d‘ + '• ©
H {x, y, ©,
d & d'£ d " ©
dx' dyk y ’ T’ d x ’ d y ’ ----- ' dxn ’
alapján egyszersmind lesz:
d" <p 
’ d y n
F
dx1 dyu
d' + '■ ©
dx' dyk
Ha tehát az a-k értékei az (1.) rendszernek megfelelnek, 
F maya átmegy o-be és F differencziálhányadósainak értékei 
(az n-edrendüekig bezárólag) ugyanazok maradnak, akár tekin­
tetbe veszszük, hogy az a-k függvényei x és y-nak, akár pedig 
csak az explicite előforduló x és y szerint differencziálwnk.
Ha F  teljes integrál, az (1.) rendszer az a-k közül vá-
1 i. ii (n d  1) (w *f 2) . , .lasztott v =  — ------- —-----1 mennyiség szerint meg­
oldható. Ezeket nevezzük ax, a2, . . .  ., ctv-nek. A többi fölös 
állandó, melyeknek az (1.) rendszerben tetszőleges függvény- 
értéket lehet adni, t. i. csak úgy nem választhatók, hogy 
dF
az F, ,. . . . függ vény determinánsa a1? . . . ., av szerint
eltűnjék.
Ha nem lehetne az (1.) rendszert az a-k közül válasz­
tott v mennyiség szerint megoldani, volna egy tetszőleges állan­
dók nélküli reláczió F, között, azaz F  ki-d x d y
elégitene egy differencziálegyenletet, mely pn,.-t nem tartal­
mazza, és így a fölvett plk - H-tói különböző.
2. A teljes integrál közönséges, valamint a megelőző pont­
ban bővitett értelmezésének alapja az, hogy az összes n-edrendű 
differencziálegyenletek köréből az egyetlen £  — 0-t az adot­
tat kiválasztja és megadja.
Hasonló értelmezést alapíthatni mindazon n-edrendű 
ditferencziálegyenletekre vonatkozólag, melyek a z, p, g, . . . 
pu n p n0 mennyiségek közül nem tartalmazzák a követ­
kezőket :
Fii Pn • • • > P<>‘
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Az £  =  0 differencziálegyenletnek a I \ ,  Pc, . . . .  P,„ -et 
nem tartalmazó n-edrendü differ encziálegyenletekre vonatkozó 
röviden relativ teljes integráljának nevezzük a
z =  F  {x, y, au a2, . . . ., aj)
kifejezést, melyben az a-k állandók, és mely kielégíti az £  — 0 
egyenletet, de semmi más az illető osztályba tartozó differen- 
cziálegyenletet nem elégít ki.
Ismét világos, liogy az állandók száma szíikségképeu leg­
alább is
, (n -f 1) (n 4* 2)v =  --------- 44-------- - — m — 1,
2
és így ismét k-adfajú teljes integrálnak mondjuk azt, melyben 
az állandók száma
N  =  vr +  k.
Az ily módon értelmezett relativ teljes integrál ismét 
megtartja a teljes integrálok jellemző sajátságát. Ugyanis :
Ha c p  az £  =  0 bármily integrálja, akkor az a állandók 
variácziója által, azaz úgy, hogy az a-k helyébe az x és y bi­
zonyos függvényeit teszszükj el lehet érni, hogy legyen:
F (x, y , a x, . . .  .,  a n ) =  c p .
Ismét az £  =  0 egyenletet az egyik benne előforduló p  
szerint megoldottnak véve, képezzük ismét az (l.)-nek megfe­
lelő rendszert, melyből most még csak a Px, P2, . . . . ,  P,„ -nek 
megfelelő egyenleteket is kihagyjuk, akkor a további következ­
tetések is ugyanazok maradnak, és' minden az uj, hiányos (1.) 
rendszernek megoldását képező a függvénysorozat az F-böl 
átvezet a ®-hez ismét azzal a sajátsággal, hogy a Px, . . . . ,  P  
differencziálhányadosok kivételével az F teljes differencziálása 
(ha t. i. az a-k alatt a most meghatározott függvényeket ért­
jük) ugyanazon eredményhez vezet, mint a parcziális differen- 
cziálás az a-kon kivül explicite előforduló x és y s?:erint.
E felfogásban az r +  /  =  0 egyenletnek a megelőzőkben 
megbatározott teljes integrálja egyszersmind relativ teljes inte­
grálja az u — ax egyenletnek is, t. i. az r-et nem tartalmazó 
differencziálegyenletek osztályára vonatkozólag.
V III.
A másodrendű differencziálegyenlet tetszőleges számú állandót 
tartalmazó teljes integráljának meghatározása.
1. A másodrendű differencziálegyenletet ismét az
V +  /  (x> V> z’ V> F *> 0  =  0  ( í)
alakban tárgyaljuk.
Ha ezen egyenletnek valamely integrálja közös egy n-edrendű 
differencziálegye n le tte l :
F (x, y, z, p, q, r, s, t , ----- , p,w po„) =  0.
akkor ezen integrál egyszersmind eleget tesz egy specziális alakú 
n-edrendű differ encziál egyenletnek is, mely t. i. a k-adik dijffe- 
rencziálhányadósokból mindig csak az utolsó kettőt tartalmazza, 
melynek alakja tehát:
U  ( íX,  y, Z ,  p, q, S ,  t, p V> , po3 Pl, n - l ,  P u n  ) =  0.
Az F  =  0-ból ugyanis az r -t- / =  0 segítségével elimi- 
nálhatjuk r-et, és épugy a Zc-dik differeucziálhányadosok közül 
az első k — 2-t azon egyenletek által, melyek r 4- /  =  0-ból 
k — 2-szeres differencziálás által keletkeznek. Ezek követke­
zőkép irhatok:
dk~ 2 f  
cl x k ~ 2
dk~ 1 f
d,xu ~ sdy
d s+  puo H--- f f ;  p ii—1, 1 +  - f f  Ph — 2, 2
l f
d t =  0.
4- Pk—i, i
d f
A Pk — 2, 2 +OS
d f
(2)
hol általánosságban / , ) az f-nd' illető teljes differen-
cziálhányadósát jelenti azon tagok elhagyásával, melyek a z-nek 
)■ -f s +  2-dik differencziálhányadósait, y,. , +. + 2 /=/ tartal­
mazzák.
A feladat, melyet e fejezetben meg kell oldanunk, a kö­
vetkező : Meghatározni az u oly alakját, hogy az
egyenleteknek közös teljes integráljuk legyen, és ha, u ily alakéi, 
e teljes integrált valóban kiszámítani.
Világos, hogy ez mikép értendő. Az r +  f  — 0-uak ma­
gasabb fajú teljes integrálja keresendő, mely relativ teljes in­
tegrálja u ~  ax-nek az n-edrendű ditferencziálegyenletek amaz 
osztályára vonatkozólag, melyben a /c-adrendíí differencziálhá- 
nyadosok közül az első k — 1 mindig hiányzik. A keresett in­
tegrál tehát 2n +  1 tetszőleges állandót fog tartalmazni az ax 
beszámításával, vagyis az r +  f  =  0-ra nézve 2n — 4 fajú 
lesz, és 0 fajú az n =  ax-re nézve. Több állandót tartalmazó 
integrált nem kell külön keresnünk, mert ezek a kijelölt inte­
grálok sokasága által önként jelentkeznek.
2. Az u =  ax és r 4- f  — 0 egyenleteknek általánosság­
ban csak egy közös teljes integráljuk lehet. Ha ugyanis az 
r +  f  =  0 egyenletet n — 1-szer, az u =  ax-et egyszer diffe- 
rencziáljuk, a következő rendszert nyerjük:
r +  f  = 0 ,  u =  ax
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d " - 1/
dx " — 1 dy'
d f
+  P» ^ i + 1, i +  “5--- P » —»■,« + 1 +c s J
d f
— - p „ _ f _ 1: i + 2 =  0,
......................................... • (3.)
dy n —1
d f  d f
+  P s . » - i +  V h » +  - g y  P o : » +  1 =  0 ,
/ áw
l da?
d u 
d y
-h
2 a 2 M
P2, * - 1  +  ^ —  pi
dp0
=  0.
d w 2tt
p l ,  n  d -------^ ------P O )  » - f  1 —  0?3pi, « -  1 0Po*
d u
melyben / y y j  és í ^— j ismét az it teljes differencziálhánya­
dosai t jelentik ama tagok elhagyásával, melyekben a 2 leg­
magasabb differencziálhányadosai, az n -f 1-rendűek előfor­
dulnak.
Föltételezve, hogy az u oly függvény, melyre nézve a p-k 
együtthatóinak determinánsa nem tűnik el, a z-nek n -f- 1-ed- 
rendű differencziálhányadosai:
P« -f- 1 , 0 , P«, 1 , • • • 5 P» — i, i -(- 1 , . . P 2 . n — 1 . P 1 . ti, Pot M + l
a rendszerből egyértékiileg lesznek meghatározva, és igy a z 
meghatározására a következő rendszert nyerjük :
d z
=  P ;
d z
d x dy
d p — r , dp S y
d q — s d qd x d y d x d y
d s d s d t d t
d x — PM> d y = P12; d x =P12, dy
dp  12, 
d x =  p2.2;
dp  1 k, 
dy =  Pl3 ,
. dpoa 
d x =  P 13,
d po 3
d y
=  pO 4
G3
=  PI, *41 >
d p o, fc -(-1 
’ d x “  Pi, * + i
d  Po, k - f i
á  y
=  Po, * + 2 ,
n —
hol az első oszlopban álló r, p 2, í, p 2, 2; • • v  p 2. » -  2 az 
r 4- f  =  0 egyenlet és deriváltjai segitségével kifejezketők 
az ugyanazon sorban álló mennyiségek által, tehát
által, valamint továbbá az utolsó sorban állók: p 2, » 1, 
pi,«, po,n+i a (3.), rendszer segitségével. Ily módon a (4.) 
totál differencziálegyenletrendszer lesz, melyből
megbatározandók, mint az x és y függvényei.
Csak a legkedvezőbb esetben, ba t. i. a rendszer föltétle­
nül integrálható, nyerünk a z számára 2 n +  1 állandót tar­
talmazó függvényt, mely akkor valóban is az r 4- f  == 0 és 
u =  ax közös teljes integráljax). Ha az integrabilitási föltéte­
*) Mert ha volna z, p , q, s, t, . . . , p  1. « _  1, p  0 n közt oly reláczió, 
mely tetszőleges állandót nem tartalmaz, a (4.)-ben egy függvényt ki 
lehetne küszöbölni, és a nyerendő legáltalánosabb megoldás nem is tar­
talmazhatna 2 « 4 “ 1) hanem csak 2 n állandót. Ugyanezért világos, 
hogy a z, p, q, . . . ezen értékei u =  a,-be helyettesítve, «, számára a 
2 n 4 - 1 állandó függvényét adják, nem pedig numerikus állandót.
r az s és t
p 21 az p  12 és p  0 ?,,
p  2, » -  2 a e s p 0,
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lek nincsenek identicze kielégítve, a közös integrál, ka egyálta­
lában van ilyen, minden esetre kevesebb állandót tartalmaz.
Több mint egy közös teljes integrál csak akkor lehetsé­
ges, ha a (3.)-ban a p-k együtthatóinak determinánsa el­
tűnik.
3. A jelzett kivételes eset jellemzése végett a kérdéses 
determinánst kiszámítjuk. Ez :
i 1 L  S L  o
’ d s ’ d t ’ ’
o i  -dl  o
u’ '  d s ’ d t ’ u
A =
0, 1,
d u
d f  d f
T i ’ ~d t
d u
dp  1, n -  1 dp On
0,
d u
0
d u
d p i , n  — l d p  0 , n
vagyis, a mint könnyű látni
A t d u  \ 2 d u  d u  d f
4-\ dp0, „ 1 d p  o „ dp  i, „ _  i d s f\ dp  i, n -  i / d t
d u Z f2 _•/
/  ^ U
2 d u  \
/ d u  \ 2 1 dp°>n 1 Zpo,n 1 d f  d f
\dp  i, „ _ i  / d u 1 d u  I d s d t
\ dpx^n^i} d p h n - i f
d u
d p  o.
=  0, A csak úgy tűnhetik el, ha egyszers- 
0, és így a A identikus eltűnése ismét aztmind
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jelenti, hogy az r +  f  — 0 és u — ax differeo.cz iá légy en letek 
charakterikus egyenleteinek:
d fuz -I— T— u 4-
0  s
i /
dt =  0,
du du------ ?----  u -f - — — 0,
op i.n — 1 0 p  on
közös gyökük van, vagyis, ha az első egyenlet két gyökét ]xx és 
tel jelöljük, hogy:
du du-----  |xx +  a----- =  0 vagy
d p  l , n—l d p  0 , n
du d u
-j----------!x2 +  vr =  0.dp  1, n — 1 dp o, n
Ha ú — 0, a (3.) alatti rendszer egyenletei vagy ellent­
mondanak egymásnak és akkor közös teljes integrál egyáltalá­
ban nem lehetséges, vagy pedig az egyenletek közűi legalább 
egy a többinek következménye; de ez csak úgy lehetséges, ha 
az utolsó három egyenlet között van összefüggés, mely esetben 
ismét kell, hogy a p 0,n+i szabadon választott értékének pi, n 
és p-í,n- i  meghatározott értéke feleljen meg. A u ugyanis 
az alapföltevések értelmében a p i,a- i  és p„. „ mennyiségeknek 
legalább egyikét mindig tartalmazza.
Ebben az esetben, ha a következő jelzéseket használjuk:
d n~1f \ V
dyn~1 í ’ ds ’ dt !dn ff\ í du \ 2 /du\ df d u
[ du \ d u 0
ldy ,l—1/ '1 dp on) \ dx) ds dp „n
\ d x 1’ dp0, n’ d u \ / du d f  du
I du \ du du dt dpi,n—l /■ \ dy dt dp on
\ dy ] ’ dpi. n— i dptK
1 dn~ Jf \
(6)
d y" -1 / ’ dt I d n-: • / ) du d u. . i_
d u I du \ 0
\ d y n- 1) dpi n —1 dp o. n
dpi.n — I \ dx ) ’
+  [ f f\ d x
d u
- +n
f du  \ d f  ‘ du ’
o,
i du \ d u dp o. 1 d y  i dt dp 1,n—l
\ dy ) . ’ dpn. n
M. T .  A K A D .  I I I .  OSZT . K Ü L Ö N  K I A D V Á N Y A . 1884 . I I .
fi fi
a A, Pn- i ,  P„, P„ -i- / együttes eltűnése szükséges, a rai, mint 
könnyű látni, annyit jelent, hogy u a
által jellemzett, ezentúl röviden mint S /'0 és S2(,,) idézendő 
rendszerek egyikének megoldása tartozik lenni, melyeket nye­
rünk, ha |J. helyéhe az r 4  /  =  0 charakteristikus egyenleté­
nek gyökeit, [j-i-et vagy |x2-t teszszük.
Kimondhatjuk tehát a VI. szak. elején álló tétel általáno­
sítását :
Ha az r -f- f  =  0 és u — a1 differencziálegyenleteknek 
van közös teljes integráljók, és u nem megoldása az S j'0 vagy 
S2(n) rendszereknek, akkor csak egy ily közös integrál létezik és 
a (4.) alatt álló totál differencziálegyenlet-rendszer integrácziója 
által, mint a z függvénynek e rendszerből vett legáltalánosabb 
értéke nyerhető. A (4.) rendszernek ebben az esetben föltétlenül 
integrálhatónak kell lennie.
Azt az esetet, melyben az SíCnJ vagy S2°° elsőrendű diffe- 
rencziálegyenlet-rendszerek integrálhatók, és mely a közönsé­
ges teljes integrál meghatározásában fölmerült A) eset analo- 
gonja, később külön tárgyaljuk és most először azt az esetet 
vizsgáljuk, mikor
A nem tűnik el.
4. Ekkor ama követelés, hogy a (4.) rendszer föltétlenül 
integrálható legyen, ismét mindazon u alakok meghatározására 
vezet, melyek ama sajátsággal bírnak, hogy r 4  f  — 0 és 
u =  ax-nek egy és csak egy közös teljes integráljok legyen.
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Mindenek előtt ismét ki kell fejtenünk ama föltételeket, 
melyeknek kielégítése megkivántatik, hogy a (4.) rendszer föl­
tétlenül integrálható legyen. Talán nem fölösleges itt még- 
egyszer kiemelni, hogy e rendszerben minden előforduló meny- 
nyiséget
P  } 7 t j . . . . .  j  P 1, fc — 1, p  n, k j * * • , p  1, n — 1) P 0 n
által kifejezve gondoljuk, még pedig az átszámítás ismeretes 
egyenletek segítségével történik, csak p 2, n — i , pi ,n,  p «,»+ , 
alakjában fordul elő a még meghatározandó u függvény.
Midőn x vagy y szerint teljesen diíferencziálunk a 
2, p, q ; s, t; . . .; p,, k, p 0,k + i> . . . , p  1, n - 1  és p 0« diffe- 
rencziálhányadosainak értéke a (4.)-ből helyettesítendő, úgy
d dhogy a következőkben a ~ - —  operácziók értelme a kö-d x  ’ d y
vetkező:
d d d d d d
j  — ------Vp  ----- b T ~~ b  s — b . . . . . .  - f p  n k ~ +d x  dx dz cp dq dp, , k
pi,k + i x------------ 1Op0} fc+1 4~ P ‘1, n — 13p 1, n
d d
+  P  l,n dp„n
(7)
d d d d d d
-----b q - 5 -----b S - r ------ b t +  . • . • +  Pl, k +  1 -X----------bd y  dy dz  dp  oq dpi,k
4- p<i, k + 2 ^ ; * 4dp„, i,- +1
d d ■
” b  p  I,  n ö - - - - - - - - - - - - - - - b p  0, 11 +  1 - - - - -dp,,».-,  dp0,»
a hol azután r , . . . p 2, k, . . .  . p 2n-  ,; p  i , » p „, »+. / értéke 
ismét az (1.), (2.) és (3.) egyenletekből veendő.
Világos először is, hogy a harmadik és negyedik oszlopban 
álló diíferencziálegyenletekből keletkező integrabilitási feltéte­
lek, az utolsó egyenletpárnak megfelelő kivételével identicze van­
nak kielégítve. így általánosságban
dp0,k + i dp,, k +1 
dx  d y
mert a reá következő sorban a második és harmadik oszlop­
ban álló egyenletek szerint e differencziálhányadosok egyenlők 
tartoznak lenni.
5 *
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A mi az első és második oszlopban álló egyenleteket illeti, 
az első miatt kell, hogy legyen
d s 
d x
d r 
d y
d s
d x
( d f
I d y
d f
d y
) +  P ‘2, I 4“
d f
~ - p i ,  2 +  ds dt, P  0, 3 = 0,
a mi valóban identitás, mert p - i .  i épen ezen egyenletből számí­
tandó ki. Hasonlóképen a második sorbau álló egyenleteknek 
megfelelőleg
dp r> dp^y __ 0
d x  d y
mert magából a (4.)-ből
d p  i 2
és az r -f- f  =  0-ból:
hol a jobb oldalon álló kifejezés a (2.) egyenletek szerint 
egyenlő — p^-vel. Hasonlókép általánosságban
dpi /,
d x =  p>k
és az r -f- /  =  0 egyenletből
dp>z, k- t  
d y
d k~ tf  
d y k ~ 1 + d s V '■ e <
a miből a (3.) szerint :
dpi  k  dp 2, k -  i __
d x d y
így tehát az összes integrabilitási föltételek, kivéve azo­
kat, melyek az utolsó sorban álló egyenletpárokból kelethez-
úgy hogy
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nek, icleutice lesznek kielégítve és az n meghatározására két 
föltétel marad, t. i.
i x * ,m
d x  p "’ " +  l , > l ’ "
a melyek még, tekintetbe véve, hogy az (5.) és (6.) alatt beve­
zetett jelzések értelmében
Pn-.l Pj,n =
P ^
A ’ P  o, n -(- í --
Pn + l
( 8 )
a következő alakba mennek á t :
Megjegyzendő, hogy Tn _  / és T„ + i az u difterencziálhá- 
nyadosaira nézve egész kifejezések lesznek. A ^ ^  opevá-
C*' OC Cl u
czióknál föllépő r ,__ ,p>. k, ___ , p>.n-  2-nek együtthatója a
(2.)-ben az egység, és igy értékök bevezetése nem hoz be törte­
ket. Tehát még csak azon tagoknál történhetik, a hol a par- 
cziális differencziálbányadosok p>. n—i, p i . p „ .  „ + /-gyei szor- 
zandók, melyek helyébe a (8.) alatti értékek Írandók. Hogy ez 
a A-vel szorzott tagokban nem történik, közvetetlenül világos. 
A többiekben e tagok :
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aA
~Pn+l ( Pn—1~7 ' + P /i  “í.------  +"Pn ( Pn 7----------  + 1 \t +  /
d p i , öp«i
aA
Öpi,n-1
aA
dpu n
= _  J A  P, P,t + J — P P  
dpi,n-l A
és itt a P„_ í P„ + i — P (í2, a mint a sorozat egyszerű kifejtése 
mutatja, mindig osztható A-val.
A (9.) alatti alakban, hol A2-tel szoroztunk, tehát csak a 
A =  0 elsőrendű parcziális differencziálegyenlet megoldásai 
lépnek még hozzá. Ezen, az egyenletek alakjából tüstént kiol­
vasható A =  0 megoldásoknak épen az a kivételes szerepük 
lesz, mint a megelőzőleg tárgyalt egyszerűbb analog esetben.
A (9.) alatt álló alakok különben oly másodrendű parcziá­
lis differencziálegyenlet eket adnak az u meghatározására, me­
lyeknek többtagúja az u-t nem tartalmazza, az u összes dijfe- 
rencziálhányadósainak egész, a második dijferencziálhányadó­
soknak lineár függvénye, mig független változók gyanánt, 
z, p, q, s, t , . . . , p^k~b V», b • • • pi,n-i> Po » szerepelnek.
5. Az u számára nyert két föltétel ismét egy egyetlen dijfe- 
rencziálegyenletben egyesíthető. Bebizonyíthatjuk ismét, hogy 
ha po. „ _ i. p t. n. p„ n _|_ i kielégítik a (3.) rendszert, akkor mindig :
d ú l d  d \ d u ( d d \ .
1-------- \~ T rP i," --T ~ P 2>*-1 + a------- \~T~P°> n~f~i Pi>n =°- do)dpi>n_t \ d x  d y  / d p 0,n \ d x  a y  /
3  Vb
Föltételezve először is, hogy --—— nem 0, a (3.)-ból
O Po, n
nyerjük:
P  o, n -j- 1
Pl, n —
/ d u \  du 
\ d y  / +  dpi, n P1" >
d u 
dp on
d u \  du
J— ) a--------- ~  P  2,n — 1d x !  dpi^n-i
du
dp„ „
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Ezeket differencziálva és a differenciálhányados második
/ d u
tagjába bevezetve j és [~j~) ®r^két a 0 **) rendszer 
utolsó egyenleteiből :
d du 
d x dp„
d
d  x
I d  u d u
~b ------- iA  <»\ d y i  dpi , „_/J +  <i,« -t- /
dp 0,k + i ' ..........r  ’’ " dpi, n_2 ’ dp„,n- i
a bol ismét x, . . . . , p-i, , p 2,« -a  értékei az (1.), (2 .)
és (3.) egyenletekből veendők.
A differencziálások végrehajtása által ismét a következő 
identitásokat nyerjük:
jelentése részleten kiírva:
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dp
du \ du 
d y )  dpj tn — j i>‘1" +  p o ,  n  f  / T
d i(
d I du \ 
d y  \ dp  1
d p  d p 0,n
d u  d u  dp i n
r I — _p2, / - r—■+ a r - ;dp i  n— i d p
d q
d u \
+d y  1 dp,,n —j p  / , »
8 du 
d q d p 0> „
d  f du  \ d u  d u  d u  dp i  „
77(* 7 7 / “ ^ 27 7  + s 1 7  + 7777 , S dq
(13)
P2, A
d
dpi,,
/ du  ^ 2 it
dy V' ’ d p ,,
\(7y / dpt, n — 1 
3 u  d u
d p i ,
P1, n
d v
p o ,  n  + Í  P '2 , k d p t ,  k dp, , ,  n 
d u  d  io d p  1, a
d p i , k - i  *  ~dp,,„—p i,h d p , , , /
d 1du\  du
P A k Q^Po, k + 1 \ d y )  dp,, n.
d f d u \
d y  + i dp0, k+-,I
p , . n
p  1, k
+ Po, n +1 Pl,k +1
d d u
d p 0, k  7 1  n
du du
-j------ + V>, '< + 1 o +
d p , , ,  k -f I  d p , , ,  I,
d p i ,
du dpi
Pt,k  + l dp«. k f  /
p 2 , n -  1 dpi, n-
I du \ du 
\ i l y } - d p , ; : : +  P o ,  i, 7 1 p - i ,  n —1
d d u
dp,, n - i  dpa, n
d l  du
P ‘2,n—1 7 ~Sd y
du d d u
q 7 P i^n —^ “f- pi - ndp,,,,-! dy dpi, n— 2
d u dpi, n+ -7— — •- p-i,» -  Cpi n- 1 dpi, n—l
pi, n
dp°, n
f d u \  du 
\ d y )  ^  dpi , n — 1 " + P„,n + ip i ,„
d u
d du
dy  dpt, „
d u
—  P  *’ "  j  a  ^  h  p  1, n  7 ------- ------------h  7— — ~  p t ,  n
»P,;„ (1S)
d u  d p j ^ n
d p u ,  n— 1 d p t ^  n— 1 d  p o .  n
73
hol már felhasználtuk, hogy a (2.) értelmében
dp  2 , k
Összeadva a nyert egyenleteket, lesz:
cl i ! du
d x
d u
I f  ä-------  Pd y /  dpJ; n-t + Po,n+l
d du 
d x dpa, „
d_
dy
/ d u \ duK-- + ö------ pl .  n - t\ d x  I dpi. n—1
d du du I d
+ pi, n —-- -^----  +
d
d y  dp0,n dpi.n—A d x ^ ' ' “ dy^~" ')' 
a mi nem más, mint a (10.) alatt fölirt reláczió.
3  XI
Ez akkor is helyes marad, midőn —----- =  0. Ekkor
J dp», n
ugyanis a második tag eltűnése miatt kell, hogy az első is ma­
gában elenyészszék. Ennek megfelelőleg valóban fönnáll a
d
Pl. n
d P‘2, „ - 1 = 0d x r ‘ " dy  
identitás. Most t. i. lesz:
i du  
\ dx
P ‘2.11 — I == d^ u
dpi, n —1
d u 
dy
pl, H d u
d p  1 . n  —  I
és ebből
< * ■  1
( du  \
+  P‘2, n-
d d u
d
P‘2, n —  1 —
dy \ dx ) 1 d y dpi, n -  1
dy
d ( du]
du 
dpi) 11 -
1 +  p 1, n
-i
d
)
d u
d
Pl,n =
d x i dy  ! d x dpi, n —  1 •
d x d u }
vpt, n-1
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Ha a (13.) alatti identitásokban most u alatt oly függ­
vényt értünk, mely nem tartalmazza p„. ,,-t, az összeállitási 
eredmény lesz:
d x
d u 
d y
d i du
d y  \ d x
d
d x
8 u
dpi, n — 1 
d u
pi,* =
d
d y  \dpj, t P  ‘2.11 — J I +
8 u 
dpi.n- d x P 1. n dy P'2. n—1
vagyis, ha mindkét oldalon a második tag differencziálását el­
végezzük és rövidítünk:
d, i du Y d da d [ du\ d í du \
clx \ dy)  >^l:lí dxdpi .n-i  dy  \ dx 1 " ~~1 d y \d p i.n—t)>
a mi nem más, mint az állított egyenlet.
Ha most már a (lO.)-ben p-i,n- i .  pt .n, p„ ».+• i értékeit 
behelyettesítjük és A2-tel szorzunk. lesz :
8 u
dpi. n — / Tn + 1 ~k
8 u 
d p n (W
mely alak ismét identitást ad, mert minden u-ra nézve érvényes. 
Hogy t. i. azon u-k megfelelnek, melyek mint a A — 0 meg­
oldásai eddig ki voltak zárva, kitűnik abból, hogy akkor T„_ / 
és Tn+ i külön-külön 0.
3 uígy tehát itt is T„ _  / minden tagja osztható
dpi, n- ■ gyei
és Tn + i minden tagja — - nel.
V P 0. n
Az u számára nyert két differencziálegyenlet
=  Tn + ! 0,
tehát így is irható
d v
dpi, n—i R = 0 ,
d u
dpo,
R *= 0,
és így a (4.) rendszer föltétlenül integrálható lesz minden oly u 
függvény helyettesítésénél, mely az R — 0 másodrendű lineár 
differencziálegyenlet megoldása, de nem egyszersmind A =  0 
megoldása.
IX .
Folytatás. — Totál differencziálegyenletekre visszavezethető 
egyenletosztályok. — A nyert integrálási módszerek össze­
állítása.
Abban az esetben, midőn
A eltűnik,
az r +  /  =  0 és u =  ax egyenleteknek csak akkor lebet kö­
zös megoldásuk, ha u egyszersmind az Sí(n> vagy S2°l> rend­
szerek megoldása. Ekkor a p 0, » + / szabadon választható és 
még mindig találni a többi n +  í-edrendű _p-kre oly értékeket, 
melyek a (3.)-nak megfelelnek. A (4.) rendszer pedig föltétle­
nül integrálható lesz, ha
d d
d x  P "’‘ +l (15)
A (15.) most föltétel a p„,n + / meghatározására. Ugyanis 
a (3.) szerint
du \ du
p l, n
P  2, n -1
dy dp0, Po,n -f í
d u
dpi, n — :
d n~1f \  du df i du \ i df du df du \ 
d y n~~]) ~dpi,n—i d s \ d y )  + \ dt  dpi,n- i  ds dp0, J
d u
Ha a pi, nGzen értékét (15.)-bebeviszszükés a
dpi.n—i
d_ d 
dx  ’ dy
operácziók kifejtésénél pi. „ és p<i.n- i  értékeit az utolsó egyen­
letekből veszszük, elsőrendű parcziális dijfer encziálegyenletet nye-
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rünk p». n + i számára, mely ezt meghatározza mint az x, y, z, 
p, q, . . .  ., pi „ -  i. p„. n függvényét. A p», „ + , minden egyes 
ily értéke, mely az igy értelmezett (15.) di ff ér encziálegyenletet 
kielégíti, föltététlenül integrálhatóvá teszi a (4.)-et, és igy az 
r -f- f  == 0 egy teljes integrálját adja.
7. Az eddig nyert eredmények kiegészítésére, különösen a 
nyert integrálok terjedelmének megítélésére még csak azon té­
telek általánosítása szükséges, melyeket az első fejezetekben 
nyertünk. Az eljárás olyannyira azonos az ott használttal, 
hogy a főeredményeknek egyszerű kijelölése elégséges lesz:
Feltétlenül integrálhatónak nevezzük az
r +  f  (s, ti) — 0 (16)
u (x, y, z, p, q, s , t , . . . .  , p ,, p „ , p , .  n- i ,  po, n) =  ax
v (x, y, z , p,  q, s, t , . . . .  , p h p„: h •, p t . n-i, p», ») =  a2
rendszert, ha a kővetkező f  öltételek identice vannak kielégítve :
d u
0 % ) +  (
d f  d u d u Z f ' l dv  1
dp ). n d s dp . n dpi , 1 dt [ d y l
1 d n- y a u . i t  / d u \ a v dv +
l\dy' dpu, n dt \ d y l dpi, n-i _ dpi,»-
+
[ d n~ a u Zf ( du \ ( du \ d v o,
(17)
1 dyn dpí,„-.i d s \ d y l \ d x ) dp 0, »
a u / d v V+ i d v \ ( d u \ d v d u \ d v = 0.
- , 1 d x 1 dp», n \ d y ) \ d x dpi, n-l dy  1dp».»
Ez ugyanis a szükséges és elegendő föltétel arra, hogy a (16.)-nak 
eleget tegyen a z-nek oly függ vény alakj a, mely ax és a2 beszá­
mításával 2 n -f 1 tetszőleges állandót tartalmaz.
A 2 ezen értéke kiszámítható a következő totál ditferen- 
cziálegyenletrendszerből:
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dp í, n - 
d x — p-2. ti 1}
d p t ,  n - \
d y
dp0 n_ i dp„,n-1
=  P , - ‘ ; d x  d y  P
melyben pi,n—i és pu, „ a következő egyenletrendszer megol­
dásai :
u — ax, v — a2,
míg r , . . . . ,  p>, k—b __ az r + /  =  0  egyenletből és derivált­
jaiból veendő. így értelmezve a (lB.)-at. ez valóban föltétlenül 
integrálható rendszer lesz és z-t megadja, mint ax, a2 és még 
2 n — 1 (mindössze tehát 2n f  1) tetszőleges állandót tartal­
mazó függvényt.
A nyert függvény az r +  f  — 0, u — ax, v =  a2 egyen­
letek mindegyikének teljes integrálja, az előbb megállapított érte­
lemben.
Megfordítva az r -\-f— O-nak minden 2n— 4-ed fajit inte­
gráljának, ha az ax, a2 állandókat általánosan, mint a föllépő 
2n -j- 1 állandó két tetszőleges függvényét megállapítottuk, egy- 
egy ily rendszer felel meg. Ha pedig a2-t nem adjuk meg ily 
módon, az egy bizonyos teljes integrálhoz tartozó v alakok egy 
2n 4 - S független változót tartalmazó és két egyenletből álló ho­
mogén lineár parcziális differencziálegyenlet-rendszer által 
vannak adva. E rendszer teljes rendszer, és igy v legáltaláno­
sabb alakja:
v =  o)(at. a2, ----,&•>.„ + ]),
hol to tetszőleges függvény, míg ax, a2, . . .  , a2 „ + i a z, p, q ,.. . ,  
pi . , ,- 1, pn, „ meghatározott f  üggvényei.
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így tehát minden u és v függvény, mely a (17.) rendszer 
megoldása, az r +  /  =  0 egy teljes integrálját adja.
Ismét hét eset foroghat fenn a (17.) megoldásánál. Az u 
ugyanis lehet oly függvény, hogy
A) A hét egyenlet egy egyenlettel aequivalens, a mi meg- 
történhetih, ha 1 .) a hét egyenlet algebrailag egymásból követ- 
hezih, vagyis a v parcziális differencziálhányadósainak együtt­
hatói a hét egyenletben arányosak és 2 .) ha az egyik egyenletből 
identitás lesz, azaz minden együtthatója eltűnik.
B) A hét egyenlet mint parcziális differ encziálegyenlet- 
rendszer tekintve, a v-re nézve az integrabilitási f  öltételt kielé­
gíti identice, azaz teljes rendszer.
Ha a két egyenlet nem ad Jacobi-féle rendszert, u soha 
sem felelhet meg a föltételeknek, mert az ekkor meghatáro­
zandó v sem nyerheti azt az általános alakot, mely neki szükség­
kép megfelel, ha r +  / =  0 -nak és u — e^-nek van közös teljes 
integráljuk.
Az A) eset akkor és csak akkor lép föl, ha u a következő 
rendszernek megoldása:
ha |i. ugyanis az r f  =  0 charakteristikus egyenletének egyik 
gyöke, azaz, ha u a már előbb S f H) és S f n)-vei jelölt rendszerek 
egyikének megoldása.
A B) esetbe tartoznak mindazon u alakok, melyek n/ 
B — 0 egyenlet megoldásai, a nélkül, hogy egyszersmind a 
A =  0 egyenletnek is megfelelnének.
Amaz u alakok, melyek az B — 0 megoldásai és megfe­
lelnek A =  0 -nak is, de a nélkül, hogy a megfelelő S rendszer 
második egyenletét is kielégitik, nem adnak alkalmas megol­
dást, mert u =  au v =  a2 nem volnának megoldhatók^/. / 
és pn, n szerint.
Az r - \ - f =  0 egyenletnek egy 2 n — 4-ed fajú teljes inte­
grálja meg van adva, ha az x =  x0 esetére a z és p kezdőérté­
keit % és ~-t megadjuk mint az y és 2 n +  1 tetszőleges állandó
függvényeit. E megállapítás legczélszerűbben oly alakban tör­
ténik, melyben explicite csak két állandó fordul elő, ax és a2, 
azaz a következő differencziálegyenlet-rendszer alakjában:
n0 (;y, C, <  C ,
v0 (y, Z, * ,  S ' ,  C ,
tJ" ff £ '•“)) =  ax, 
ic(--,), £ « )  =  a2.
Ha u az rendszerek egyikének megoldása, az r + f = 0 , 
u — «j egyenleteknek közös integrálja minden oly megoldás, 
mely az
/ y t f
^ O r^ !h 'V J ,  C < * > )
relácziót kielégíti. Az adott u-nak megfelelő v alakokat ekkor 
ugyanis egy egyetlen dijjerencziáleggéniéiből, a (17.) rendszer 
második egyenletéből nyerjük, melynek általános megoldása
v — (alf . . . . ,  a..) n _|_ i, (j.o i,
és melyben a tetszőleges cp függvény meghatározható úgy, hogy 
{v ) ,= Jo =  t’o
legyen, hol v0 szabadon választható.
Ha továbbá az rendszerek egyikének két független meg­
oldása van, u1 és u2, akkor co (ux, u2) is megoldás és a, tetsző­
leges (o függvény úgy választható, hogy
[<» («1, M9)]*i=a-. =  «0
legyen, a hol u0 szabadon választható, azaz az r - \-f  =  0-nak 
minden partikuláris integrálját, vagyis általános integrálját 
kapjuk.
8. E szerint az r 4- f  — 0 másodrendű parcziális diffe- 
rencziálegyenlet egy tetszőleges számú állandót tartalmazó in­
tegráljának meghatározására vonatkozó szabályok lesznek: 
Adva lévén az
r +  f  =  0
differ encziáleg yenlet, az (5.) és (6.) alatt értelmezett A, Pn—i, 
Pa, Pa + i kifejezések segítségével képezzük az
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dijferencziálegyenletet, melyben u az ismeretlen függvény, 
x, y, z, p, q , . . . ,  p t.n - 1, p„, n a független változók. E differen- 
cziálegyenlet minden partikuláris megoldása, mely nem egy­
szersmind megoldása a A =  0 egyenletnek is, a vizsgált egyen­
letnek egy 2n-\- 1 állandót tartalmazó teljes integrálját adja. 
Ha t. i. a (3.) alatti rendszerből p>, n—i, pi. n, p tl,n+i-et megha­
tározzuk és az ekkor föltétlenül integrálható (4.) rendszert inte­
gráljuk, ebből z-t mint 2 n -\- 1 állandót tartalmazó függvényt 
nyerjük, mely a keresett megoldás.
Ha u oly partikuláris megoldás, mely egyszersmind a 
A — 0 megoldása is, a mi annyit jelent, hogy kielégíti az 
rendszerek egyikének első egyenletét, az r +  f ~  0 integrácziója 
végett visszatérünk a (17.) alatt fölállított rendszerhez, mely 
u-hoz oly v-t szolgáltat, hogy r - f - /=  0, u =  a1} v =  a2 föltétlenül 
integrálható legyen.
Ha u kielégíti az illető S'ű rendszer második egyenletét is, 
az e fejezet 7. pontjának végén adott eljárás értelmében az 
r -\- f  — 0-nak végtelen sok a követelt száméi állandóval bíró 
teljes integrálját, azaz tetszőleges f  üggvényt tartalmazó integrált 
nyerünk, két ilyen u-ból pedig az általános integrált. Ugyan­
erre vezet a p0, n+i meghatározása a (15.) elsőrendűi diffe- 
rencziálegyenletböl. Ekkor a hozzátartozó p :2 n—i és pm -et a 
(3.)-ból veszsziik, a mi által a (4.) ismét mindig föltétlenül inte­
grálható lesz.
Ha végre u csak a A =  0, de egyik S M rendszernek sem 
megoldása, akkor az u =  ax, a kiegészítésül fölállítandó 
v =  a2-vel összefoglalva nem oldható meg pi. n—i és p0. n szerint, 
a (3.) pedig ellenmondást foglal magában, tehát közös teljes 
integrál nem létezik.
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A meghatározandó teljes integrálnak és az R =  0 resol­
vens partikuláris integráljának kezdőértékei közt fönnálló kap­
csolat pedig ismét ugyanazon módszerekkel meghatározható, 
mint az aualog egyszerűbb esetbeu a VI. szak. 6. pontjában.
A VI. s z a k .  v é g é h e z  c s a t o l t  j e g y z e t b e n  m á r  s z ó  v o l t  D a r -  
b o u x  i d e v á g ó  d o l g o z a t á r ó l ,  v a l a m i n t  a m a  k a p c s o l a t r ó l ,  m e l y  
D a r b o u x  e r e d m é n y e i  é s  a z  i t t  e l ő t e r j e s z t e t t  v i z s g á l a t o k  k ö z ö t t  
f ö n n á l l .
Fölemlítendő még M. LÉw-nek a »Comptes rendus-ben 
(1872. november, pag. 1094) foglalt közleménye, mely mint egy 
nagyobb, de egész mostanáig meg nem jelent értekezés kivo­
nata szerepel. E közleményben néhány a másodrendű parcziá- 
lis differencziálegyenletek elméletére vonatkozó tétel foglaltatik 
minden bizonyítás, sőt minden magyarázat nélkül. E tételek, 
melyeknek jelentését csak a vizsgálatok befejezése után lehe­
tett fölismernem, igen érdekes kiegészítését adják az itt elő­
adott elméletnek.
Legjobbnak tartom, ha Lévy e tételeit itt szóról szóra 
idézem:
»Théoréme I. — Les intégrales les plus générales des 
équations á differences partielles du second ordre, qu’il soit 
possible d’obtenir moyennant l’intégration de k systémes succes- 
sifs d’équations á differences ordinaires, comprenant chacuii 
un nombre quelconque d’équations avec un pared nombre de 
fonctions inconnues, sont Celles dönt les arbitraires relatives 
á l’une des caractéristiques de l’équation differentielle propo- 
sée*) n’entrent sous au cun signe d’intégration partielle, cedes 
relatives ä l’autre caractéristique pouvant étre engagées sous 
de tels signes ou généralement se presenter d’un fat;on quel­
conque.
La proposition subsiste dans le cas oü les deux caracté-
i) J’appellerai toujours caractéristique d’une equation differen­
tielle partielle les quantités dönt dépendent les fonctions arbitraires qui 
entrent dans son intégrale.
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ristiques sont les mémes. Les deux fonctions arbitraires de 
l’intégrale, si eile est générale, doivent dans ce cas, apparaítre 
distinctes, l’une d?elles étant liors de tout signe d’intégration 
partielle, l'autre pouvant étre engagée sous de tels signes.
Tkéoréme II. — Inversement, toutes les fois qu'une équa- 
tion a differences partielles du second ordre ad met une inté- 
grale de la forme qui vient d'etre définie, eile pent étre inté- 
grée, c’est a dire que son integration pent ejfectivement étre 
ramenée a celles de k systémes successifs d’équations á diffe­
rences ordinaires.
Tliéoréme III. — Le nombre k des systémes a integrer 
est toujours et invariablement égal a trois, en sorte que la 
seule chose qui varie d'une integrale a l’autre, c’est le nombre 
des équations que comprend cliacun des trois systémes a in­
tegrer.«
A mint látni, L évy tételei nem adnak módszert az inte- 
gráczióra, hanem csak a totál differencziálegyenletek segítségé­
vel történendő integrálás lehetőségét állitják, valamint nem is 
adnak ismertető jelt arra nézve, vájjon egy adott differencziál- 
egyenlet beletartozik-e az ily módon tárgyalható egyenletek 
osztályába, hanem csak az általános integrálok egy specziális 
alakját állapítja meg erre az esetre.
Vizsgálataink teljesen kitöltik a jelzett hézagot. Nagyon 
könnyen meggyőződünk ugyanis arról, hogy az általános inte­
grálnak eme specziális alakja által jellemzett difterencziál- 
egyenletek minden esetre olyanok, melyekben az Són) vagy 
S f n) rendszerek közül legalább is egynek két egymástól füg­
getlen integrálja van. Viszont, mihelyt e rendszerek egyike ily 
módon megoldható, valóban megkapjuk az általános in tegrált 3 
totál ditterencziálegyenlet-rendszer egymásután következő meg­
oldása által. Az első ezek közül megadja az S rendszer inte~ 
grálját, u-1, a második az w-hoz tartozó u-ket, a harmadik rend­
szer végre az, melyre visszavezetendő az
r -f- f  =  0. u — al} v — a2
föltétlenül integrálható rendszer tárgyalása.
Ha t e h á t  L e v y  t é t e l e i  h e l y e s e k ,  az utolsó fejezet teljes el­
méletét adja mindazon másodrendű és két független változót tar-
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talmazó differ encziálegyenleteknek, melyek totál differencziál­
egyenletek segítségével integrálhatók.
A  t o t á l  d i f f e r e n c z i á l e g y e n le te k  s e g í t s é g é v e l  t ö r t é n e n d ő  in -  
t e g r á c z i ó  l e h e t ő s é g é r e  a  f ö l t é te l  e k k o r  e g y s z e r ű e n ,  h o g y  a z  S / ’0 
v a g y  S2(n) r e n d s z e r e k  e g y ik é n e k  e g y  b iz o n y o s  v é g e s  m e g h a t á ­
r o z o t t  w -n é l k é t  e g y m á s t ó l  f ü g g e t l e n  i n t e g r á l j a  le g y e n .  A z  
i n t e g r á c z i ó  m e n e t e  p e d i g  a z ,  m e l y e t  e  f e j e z e t b e n  p o n t o s a n  
r é s z l e t e z t ü n k .
A z  R  =  0  r e s o l v e n s  r é s z l e t e s  t a n u l m á n y o z á s a ,  m e ly n e k  
e r e d m é n y e i t  n e m  k ív á n o m  m á r  e  d o l g o z a t b a  f ö lv e n n i ,  n a g y o n  
v a l ó s z í n ű k n e k  t ü n t e t i k  f e l  e z e n  e r e d m é n y e k e t .  A z t  l e h e t n e  
u g y a n i s  h i n n i ,  h o g y  a z  R =  0  m á s o d r e n d ű ,  d e  t ö b b  f ü g g e t l e n  
v á l t o z ó t  t a r t a l m a z ó  d i f f e r e n c z i á l e g y e n le t r e  ú j b ó l  a l k a l m a z v a  a z  
i t t  m e g á l l a p í t o t t  m ó d s z e r e k e t ,  a  m i  m i n d e n  n a g y o b b  n e h é z s é g  
n é l k ü l  l e h e t s é g e s ,  u j  o s z t á l y a i t  n y e r j ü k  a  m á s o d r e n d ű  é s  k é t  
f ü g g e t l e n  v á l t o z ó t  t a r t a l m a z ó  d i f f e r e n c z i á l e g y e n le te k n e k ,  m e ­
ly e k  i s m é t  v i s s z a v e z e th e tő k  t o t á l  d i f f e r e n c z i á l e g y e n le t e k r e .  D e  
a  v i z s g á l a t  e r e d m é n y e ,  h o g y  a z  R (nJ r e s o lv e n s  i ly  v i z s g á l a t a  
c s a k  a  m a g a s a b b  n - n e k  m e g f e le lő  /S - r e n d s z e r e k  f ö l t é t e l é r e  v e z e t  
v is s z a .
A z  i t t  k i f e j t e t t  m ó d s z e r e k k e l  t e h á t  m á s  m á s o d r e n d ű  d if fe -  
r e n c z i á l e g y e n l e t  n e m  is  v e z e th e tő  v i s s z a  t o t á l  d i f f e r e n c z i á l ­
e g y e n l e t e k r e .
H o g y  L é v y  ú r  m in ő  é r t e l m e z é s r e  g o n d o l ,  m id ő n  » a  leg­
általánosabb t o t á l  d i f f e r e n c z i á l e g y e n le te k  s e g í t s é g é v e l  n y e r h e t ő  
i n t e g r á l o k r ó l «  b e s z é l ,  a r r ó l  k ö z le m é n y e  n e m  a d  s e m m i  f e l v i l á ­
g o s í t á s t .  F ö l ö t t e  k é n y e s  d o lo g  e g y  b iz o n y o s  e l j á r á s r ó l  b e b iz o ­
n y í t a n i ,  h o g y  a  l e g á l t a l á n o s a b b ,  m e ly  m e l l e t t  m á s  tö b b é  n é m  
k é p z e lh e tő ,  é s  a z é r t  i s  s a j n á l a n d ó ,  h o g y  a z  é r t e k e z é s ,  m e l y n e k  
e  k é r d é s e k r e  f e l e ln i e  k e l l e n e ,  m e g  n e m  j e l e n t !
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X.
Az állandók variácziójának módszere.
1. Ismeretes, hogy az állandók variácziója módszerének 
az elsőrendű differenczíálegyenleteknél minő fontos szerepe 
van. Segítségével egy tetszőleges teljes integrálból levezethet­
jük az általános integrált, még pedig úgy, hogy a szabadon 
választott kezdőértékkel bíró integrál meghatározása csupán 
ismeretes műveletek végrehajtását követeli.
A felhozott tétel általánosítása, magasabb rendű cb.fferen- 
cziálegyenleteknél nem adja ugyan az integráczió folyamatának 
ily egyszerűsítését, a mennyiben általánosságban nem is a pri­
mitiv integrálokra, hanem az első integrálokra vonatkozik. Az 
r +  f  — 0 első integrálja, mint ismeretes, az oly elsőrendű 
differencziálegyenlet
u (x, y, z, p, q) =  0,
m e l y n e k  m i n d e n  m e g o l d á s a  e l e g e t  t e s z  a z  r +  f  =  0  e g y e n ­
l e t n e k  i s .  V á j j o n  i l y e n  e l s ő  i n t e g r á l o k  l é t e z n e k  é s  h o g y  m e l y e k  
e z e k ,  a z  i s m e r e t e s  m ó d o n  e l d ö n t h e t ő  a  M o N G E - A M P K R E - f é l e  
m ó d s z e r e k  s e g í t s é g é v e l .
Ha ezen első integrál u — 0 két tetszőleges állandót (a-t 
és b-t) tartalmaz, és az r +  f  =  0-on kívül nincs másodrendű 
differencziálegyenlet, melynek első integrálja u =  0, akkor az 
úgy nevezett teljes első integrál, melyből, mint Darboux idézett 
értekezésében jelezte, ha b-t az a tetszőleges függvényének 
veszszük,
b =  (a)
és azután a-t a
d u 
d a
du &' (a) — 0+ db
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egyenletből meghatározzuk, bárhány új első integrált vezethe­
tünk le. T. i. első integrál marad akkor is, ha a és b az x, y, 
z, p, q ily módon megállapított függvényei.
Kapcsolatban eddigi vizsgálatainkkal, e tételek általánosi- 
tása igen könnyű.
Ha t. i. az u =  ax n-edrendű differenciálegyenletnek az 
adott másodrendű differencziálegyenlettel több mint egy (tehát 
végtelen sok) közös teljes integrálja van, az
r -\- f  — 0, u =  ax
rendszert az r -f- f  — 0, n — 2-od fajú első integráljának 
akarjuk nevezni. Ez teljesen jogosult elnevezés, mert az 
r -ff f  — 0-nak e rendszerből definiált integráljainak sokasága 
megegyezik az egy elsőrendű differenciálegyenlet által adottal, 
és másodszor ezen integrál-sokaság meghatározása, mint tudjuk, 
elsőrendű parcziális d’fferencziálegyenlet segítségével történik.
Az u ekkor, mint tudjuk, az S f n) vagy S2n>> difterencziál- 
egyenlet-rendszerek egyikének megoldása, és megfordítva min­
den u, mely e rendszerek megoldása, a most megállapított érte­
lemben első integrált szolgáltat. Ha az n =  1 esetében az 
$-ek alatt a Monge-Ampére-féle módszereknél lóllépő rend­
szereket értjük, az előbb fölhozott eset itt is mint legegysze­
rűbb bennfoglaltatik.
Közvetetlenűl világos, hogy tehát, ha u két tetszőleges 
állandót tartalmaz, ezen állandóknak a
b — cp (a), d u d a +
d u 
d b 'ff' (a) =  0
egyenletek által megállapított variácziója mindig újból első in­
tegrált szolgáltat.
Egyáltalában, ha első integrálok létezuek. az ebben sze­
replő tetszőleges állandók variácziója nem más, mint az S 
rendszerek megoldásainak ily átalakítása, melyekre nézve, mint 
elsőrendű difíérencziálegyenletrend szerekre, ezen ismeretes tár­
gyalásokat nem szükséges bővebben kifejteni.
2. Ha az állandók variácziójának módszerét az r - f f / =  0. 
differencziálegyenletnek egy tetszőleges (0-odfajú) teljes ‘inte­
gráljára
2 =  F  (x, y, ax, a2, a8, ai} aj)
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alkalmazzuk, nem nyerjük általánosságban az integráczió egy­
szerűsítését, hanem a probléma átalakítását, azaz uj resolven- 
seket a differencziálegyenlet megoldására.
A VII. szakaszban kifejtettek értelmében igen könnyen 
látni, hogy 2 adott alakja akkor és csak akkor marad az 
r -f /  =  0 integrálja, ha az a-k alatt oly függvényeit ért­
jük x és y-nak, melyek eleget tesznek a következő egyenlet­
rendszernek :
dF d F dF d F
d x 
d2F
d x ’
d*F d*F
dy
d 2F
d y
d2F d 2F
d x 2 d x 2 ’ dxdy d x d y  ’ dy2 d y 2
hol a d és d jelek különbsége egyszerűen az, hogy az elsőnél az 
a-k állandóknak, a másodiknál az x, y függvényeinek tekin­
tendők.
Ha az itt követelt teljes differencziálásokat elvégezzük, 
ha továbbá a második differencziálhányadosok képezésénél az
első sorban álló egyenletek alapján 4 — és ^ ^  helyett már
CL iIC CL
és -ból indulunk ki, és és a — y-----nak ily módondx dy d x d y
keletkező két — algebrailag független — alakját külön-külön 
fölirjuk, a következő differencziál-egyeuletrendszert nyerjük az 
a-k számára:
2 dF cL CL i __ Q
i z=z 5
v dF da> =  0 ,
i= 1 dai d x /= 1 da, d y
2 d2F da, __ ß y d2F dai =  0 . ,
;=i dat dy d x i= i dai dy d y ' (la)
£ d2F dat _ (( 2 d2F da> =  0 ,
dai dx d x i = / dai dx d y
mely egyelhetek még, ha az F, dF dx ’ ^  függvények deter-8 y
minánsát a,, a, és a, szerint (?-.s£)-vel jelöljük, az a:. a >. a:t dif-
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r
fer encziálhány adósai szerint megoldott alakban.*) a kővetke­
zők lesznek:
[gy tehát z  — F (x, y, ax, a.,, a2, aj) akkor és csak akkor a 
másodrendű dijferencziálegyenletnek integrálja, ha az a-k az 
(1.) rendszernek megfelelő függvények és ha az (1.) rendszer 
minden megoldását veszszük, z — F  az adott differencziálegyen­
let minden megoldását adja.
Az (1 .) rendszer megoldása általánosságban az adott dif- 
ferencziálegyenlet integráeziój ával aequivalens probléma, de a 
föladatnak e transformált alakja sokban hozzájárul az adott 
egyenlet szerkezetének és az integrálok közt létező kapcso­
latnak földerítésére.
A föladatot pontosabban (és az általánosság megszorítása 
nélkül) úgy fogalmazhatjuk, hogy a z =  F-böl levezetendő a 
differencziálegyenletnek minden más teljes integrálja. Ekkor 
keressük az cq, a2, a;i, a±, a5 oly függvényalakjait, melyek új­
ból 5 tetszőleges állandót tartalmaznak. Ha föltételezzük az 
a-knak emez alakját és a differencziálhányadosokat képezzük, 
az uj tetszőleges állandók eliminácziója által 10 egyenletet 
nyerünk az a-k  és differencziálhányadosaik közt, melyek 
képezésüknél fogva egy Mayer-féle föltétlenül integrálható 
rendszert alkotnak. E 10 egyenlet közül 6 ismeretes, t. i. az 
(1 .) alatt álló egyenletek.
Két uj egyenlet — tehát a 7-ik és 8-ik — ehhez még egé­
szen általánosan hozzácsatolható minden integrálási művelet 
nélkül. Ha t. i. a
(i)
d 2ax d 2a 2 d 2a 3
dxdy  ’ d x d y  ' d x d y
J) Ha s- F teljes integrál, az a-k sorrendjét mindig úgy választ­
hatjuk, hogy (123) ne tűnjék el, vagyis az eszközlendö megoldás lehetséges.
8 8
értekeit az első és második egyenle tsorozatból képezzük, akkor 
egyenleteink specziális alakjánál fogva újból elsőrendű dift'e- 
rencziálegyenleteket nyerünk az a-kra nézve. Ezek az egyen­
letek a következők:
d (423) da4 d (423) da4 d (523) dah d (523) dah
dy (123) dx dx (123) d y  d y  (123) d x  dx  (123) dy  ’
d (431) da± d (431) da4 d (531) da5 d (531) dab
d y  (123) d x  d x  (123) d y  d y  (123) dx  dx  (123) d y  '
d (412) da,4 d (412) da4 d (512) da5 d (512) da5
d y  (123) dx  d x  (123) d y  + d y  (123) d x  dx  (123) d y
Ez ugyan három egyenlet, de könnyű belátni, hogy közülük 
egy mindenkor a többinek algebrai következménye, úgy. hogy 
tényleg csak két uj egyenletet nyerünk. Valójában ugyanis 
kezdetben csak 5 egyenletünk volt, a hatodik pedig, melyet a 
symmetria kedvéért már ott hozzácsatoltunk, onnét keletke- 
d 2Fzett, hogy a két különböző alakját használtuk. Ha az
cl o c  cl y
uj egyenleteket az (la,) és nem az (1.) alakokból képezzük, az v 
első sorban álló egyenletekből lesz:
£  d2F da\ v d2F da, 
d aid y d x  d aid x d y  ’
a mi valóban a második sorban álló egyenletek kivonásának 
megfelelő eredmény. Az egyenletek algebrai átalakitása e vi­
szonyokon nem változtathatx) ; a különbség csak az, hogy a 
megoldott alakok egyszerűbb voltának megfelelőleg már a (2.) 
alatt álló 3 egyenlet közül lesz egy a másik kettő algebrai kö­
vetkezménye, ha az ax, a2, a3 differencziálhányadosainak érté­
két (l.)-ból behelyettesítve gondoljuk.
Ha a1; a2, a3, a4, a5 az x és y-nak 5 tetszőleges állandót 
tartalmazó függvényei
a, =  ai (x, y, al5 a2, as, ai; a5),
J) Hogy a 9 egyenlet közűi egy mindig a többinek algebrai követ­
kezménye, az más számítás utján is bebizonyítható; de a hosszabb szá­
mítás részleteit nem tartjuk szükségesnek itt kifejteni.
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akkor a
C  =  Teteiz. fü g g v . ( a íf  a2, a3, a4, <x5), 
segítségével ebből egy
<b y ,  a x, a 2, a z,  a 4, a j )  =  C  
reláczió keletkezik.
A z előbb kifejtett 8 egyenletből álló rendszer m egfejtése  
tehát lényegben az ily d> — C  reláczió m eghatározását köve­
teli, mely p. a5-öt úgy adja meg, hogy a rendszer most már 
föltétlenül integrálható legyen, tehát a (7-hez még 4 állandó 
járul.
A  (I> =  C  helyébe a vele egyértékű
3<I>
4- S
d a ,- —  =  0 ,
0 X da, d  x
aa> ao> d a .
d y
+  s
da, , ■ =  0 d y
egyenletek tehetők, melyek a 8 adott egyenlettel együtt az a-k 
differencziálhányadósait, mint az x, y és az a-k függvényeit 
megadják. A föltétien integrálhatóságra szükséges, hogy az 
a-k 5 tetszőleges állandót tartalmazzanak. Az integrabilitást föl­
tételeinek száma tulajdonképen 5, de az egyenletek alakjánál 
fogva világos, hogy csak egyre redukálódnak, és e föltétel
P =  o ■
nem más, mint lineáris másodrendű differencziálegyenlet (1> szá­
mára, melyben x, y, ax, a2, a3, a4. a5 mint független változók 
szerepelnek.
Az ezen oldó egyenletekre vonatkozó számításokat nem 
szükséges e helyen keresztülvinni, a mennyiben könnyű látni, 
hogy ugyanezt az előbb (VI. szak.) nyert általános R — 0 re- 
solvensböl is lehet nyerni oly transformáczió által, mely a fö l­
vett z ~  F teljes integrál által teljesen meg van adva.
Ha t. i. 2 az adott differencziálegyenletnek bármely teljes 
integrálját jelenti, az (1 .) és (2 .)-ből álló bármely 5 tetszőleges 
állandót tartalmazó megoldását
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dF
d!J
d * F  d * F
egyenletek által leket ábrázolni. Ha ezen egyenletek segítsé­
gével a $ == C-ből az a-kát elimináljuk, ez átmegy egy
alakú reláczióba, bol u az R — 0 megoldása tartozik lenni, 
mert u — C integráljai közt az r -f- /  =  0 egyenlet egy teljes 
integrálja bennfoglaltatik. A (3.) rendszer tehát azon átalakítási 
képleteket szolgáltatja, melyek segítségével az R — 0 és p =  0 
difterencziálegyenletek egyikétől átmegyünk a másikhoz az ax, 
a2, a%, ax, ah és z, p, g, s, t független változók fölcserélése 
által.
A több mint 5 tetszőleges állandót tartalmazó teljes inte­
grálokhoz teljesen hasonló elmélet fűződik, melyet azonban, 
minthogy módszerek és eredmények az eddigiek után is köny- 
nyen áttekinthetők, e helyen nem kívánjuk részletezni.
3. Specziális egyenletosztályoknál az a-k számára nyert 
egyenletrendszer egyszerűbben tárgyalható. Ez természetesen 
mindenkor kapcsolatban áll az H — 0 resolvens alkatával. Itt 
csak az
Ar -f Bs -H Ct -f- Dp +  Eg +  Fz — 0
alakú egyenletek legyenek még felemlítve, melyekre nézve, ha 
ismeretes egy teljes integrál, mely akkor
alakú, a (2.) alatti egyenletek az ax és a6 számára két első­
rendű simultál! parcziális differencziálegyenletet adnak. Ha 
tehát ax és a5 a (2.) bármely megoldását jelentik, az (1.) föl­
tétlenül integrálható lesz. (2.)-ből p. ab számára egy másod­
rendű és minden differencziálhányadosra nézve lineáris, de 
magát a5-öt nem tartalmazó differencziálegyenletet nyerünk, a 
mi a föladatnak lényeges egyszerűsítését adja.
Talán nem egész fölösleges a Lagrange által tárgyalt
u (x, y, z, p, g, s, t) =  C
— (i\ kj 4- a2 1-2 h uí{ A3 ax A4 4- u-( A
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egyik differencziálegyenleten megmutatni, hogy az itt adott 
elmélet alapján mikép történik az állandók variácziója szem­
ben a Lagrange által adott eljárással, melyről maga mondja, 
hogy »plus curieuse qu'utile.«
Az adott differencziálegyenlet
t — m r — 0, 
melynek teljes integrálja
2  a, 4- a2 x 4- a3 y 4  a4 (x2 4  m y2) 4- ab x y.
Az (1 .) alatti egyenletek tehát:
dax 
d x 4  x
da2 da-.
4  (®24 m y 2)
da4 da=
d x + y~Tx d x 4  xy =  0 ,  d x
da3 da4 da--,
d x 4 2 my d x 4  x d x
da4 da-
d x 4 2x d x + y 7— =  o .d x
és az e rendszerből keletkező egyenletek, ha a ditferencziálhá- 
nyadosokhan mindig x helyett y-t Írunk. Vagyis megoldva az 
a\ i a2 > «3-nak differencziálhányadosai szerint:
Ebből a (2 .)-nek megfelelő egyenletek 
2 my da4 da5 n da* da*dx 33 y  =d x 2x  ±  4 * y - )  d y  dy
11
Ö
I C
*
II
d x dy
da4 da5
dx d y  ’
9 »Sur les intégrales particulieres des équations differentielles,«: 
Oeuvres de Lagrange, Tome IV., pag. 48 (art. 65).
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melyek közül — mint kell — egy mindenkor a másik kettő 
következménye. Ha t. i. a második egyenletet .»-szel, a harma­
dikat y-nal szorozzuk és az elsőhöz hozzáadjuk, identikus ered­
ményt nyerünk.
Az első egyenlet kihagyása után tehát a4 és a5 meghatá­
rozandó a következő rendszerből:
a miből
dah 0 da4 cl Ctg
d x d y ' d y
d 2 a 5 <
d y 2
da4
d x ‘
azaz «5 helyébe az eredeti ditferencziálegyenlet minden megol­
dása tehető. Különben az a4 és a5 számára nyert rendszer 
visszavezethető elsőrendű differencziálegyenlet megoldására. 
T. i. a két egyenletből, ha ezeket még a
dah - 2 — 4
d x dy ~ >
da4 1 dah
m dx "j/m d y
alakban Írjuk, összeadás és kivonás által a következőket 
nyerjük:
d (rt5 +  2 Ym a4) 1 d(a5 +  2 ym  a4)
d x Y  m dy
d (a5 — 2 ]/m a4) 1 d (a5 ■— 2 y  m a4)
dx Y  m dy
Ezeknek általános megoldása
«5 -f- 2 ]/m a4 — cp (x 4- y m y), 
a5 — 2 Ym a4 =  '\> (x — Y m y), 
hol cp és tetszőleges függvényeket jelentenek, és ebből
a5 =  cp (x +  Ym y) +  ~  V m V)>
hol az \  tényező a <p és ybe fölvéve gondolható.
De ebitől végre, minthogy a5 és 2 számára a differeneziál- 
egyenlet ugyanaz, a keresett általános integrál
2 =  cp (se -+- ] / m  y) -f- (x — ] / r a  y).
4. Teljesség kedvéért álljon még itt rövid jellemzése egy 
másik, az állandók variácziójára szolgáló módszernek, mely a 
resolvens egyenletnek ismét más alakjához vezet. Az adott 
r -f / — 0 egy teljes integrálja megadható azon föltétlenül 
integrálható rendszer által, melynek egyenletei:
r + /  =  0, 
u — a l5 
v — a2,
vagy pedig r, s, t szerint megoldva:
r =  cpx (x, y, z, p / q ,  ax, a3), 
s =  y2 (x, y, z, p,  q, ax, a2), 
t == íp8 (a?, y, z, p,  q, a1} a2).
Minden teljes integrál e rendszer által ábrázolható, ha ax és 
a2 az x, y, z, p, q kellően választott és két tetszőleges állandót 
tartalmazó függvényeit jelentik, míg pedig, mint az e munká­
lat elején kifejtett integrabilitási föltételekből minden nehéz­
ség nélkül követkazik, az ax és a2 a következő elsőrendű simul­
tan differencziálegyenlet-rendszer megoldásai tartoznak lenni:
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8 (fi
dax
dax
d y -1-
dj i  
da 2
II
£
 
5* 
P'S ^
d f 2 
8ax
dax
d x +
d f 2
da2
da2
d x
Ö'f2 d a x + d(f>2 defg d'-?3
dax
+ d'fs
d a 2
8ax d y da2 d y dax d x da2 d x
d
dx és
d
dy
operácziók jelentése ismét
d
d x
d
dx
8
+  p  —8 z +  'fi
8
8p T  f  2
8
8 q
d 8 8
+  ■' T* f  2
8
T  'if 3
8
d y dy 8p 8 q
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